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1.1.

CAPITULO

SENALES Y SISTEMAS

En este capitulo se ofrece una revision de los conceptos fundamentaksfgailes y sistemas con
algunas extensiones de la teoria basica que son de interés en el eslodisisieemas de comunica-
ciones como son el espacio de Hilbert de las sefiales de energia finitgpoelsergacion de sefales
paso banda.

SENALES

Una sefial es una representacién matematica de la evolucién de una masiuiau@funa medida)
respecto de algun o algunos pardmetros; generalmente tiempo o espacinagsitud fisica puede
ser voltaje, intensidad eléctrica, presion, temperatura, intensidad lumiei¢a&,iacluso puede que ni
tan siquiera tenga un sentido fisico claro, como la cotizacion bursatil denpraga determinada, o la
poblacion mundial. Lo realmente interesante del estudio de las sefialessepgoen una abstraccion
respecto a la magnitud fisica concreta, pasando esta a ser consideradana funcion matematica,
z(+), que tiene como variables independientes los parametros con respecteual&svaria. A lo
largo de todo el texto vamos a considerar que existe un Unico parameteoegigues el tiempo.

A continuacién vamos a abordar los siguientes aspectos relacionadelsestudio de las sefiales:
criterios que nos permiten su clasificacion, medidas que podemos reabiraeflas, algunas sefiales
concretas especialmente Gtiles y una representacién algebraica dealas sgi@ va a ser de interés
en capitulos posteriores. Ademas, emplearemos este apartado paradicietndd la notacion que se
utilizara a lo largo de todo el texto.

1.1.1. Clasificacién de sefales

Un primer paso en el estudio de las sefiales consiste en su clasificaciéuedéoacon determi-
nados criterios. Veamos a continuacion los criterios mas importantes.

Sefales en tiempo continuo y en tiempo discreto.Si la variable independiente puede tomar cual-
quier valor real decimos que la sefial es en tiempo continuo y la denotamosc€oniioc R, siendo

R el cuerpo de los numeros reales). Si la variable independiente toma kwnlewdos nimeros ente-
ros decimos que la sefal es en tiempo discreto (también denominada s@opkndenotamos como
z[n] (n € Z, siendoZ el anillo de los nimeros enteros).

Comunicaciones digitalesA. Artés Rodriguez, F. Pérez Gonzalez, J. Cid Sueiro, R. Lépeai@cC. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz;. DERECHOS RESERVADOS



2 SENALES Y SISTEMAS

Ejemplo 1.1
Un ejemplo de sefial en tiempo continuo es

y un ejemplo de sefial en tiempo discreto es

z[n] =n
que representamos en la Figura 1.1.
(1) x[n] I
41 41
31 3
21 2
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Figura 1.1. Ejemplos de sefiales en tiempo continuo y en tiempo discreto.

Notese que la diferencia entre ambas sefiales no esta ercsipciés analitica (el valor de la sefial es igual
al valor de la variable independiente), sino en g(&5) es igual &,5 y z[0,5] no existe, no esté definido.

En algunos casos las secuencias se obtienen a partir de muestradekeesefiampo continuo, pero
en otros la propia magnitud fisica que representa la sefal es de natdliataeta. Al fin y al cabo,
una secuencia no es sino una lista de nimeros ordenados.

Sefiales analogicas y digitales.Si la sefial puede tomar uno entre un conjunto finito de valores

decimos que la sefial es digital y la denotamos con letras mayusculasXgmo X [n] (segin sea

en tiempo continuo o en tiempo discreto). Si la sefial puede tomar uno de emoajunto infinito

de valores decimos que la sefial es analdgica y la denotamos con letrasutasaemaz (¢) 0 z[n].
Comunmente se asocia el término “sefal digital” a sefiales en tiempo discrettaledigpero no

hay que confundir una propiedad que afecta a la variable independient@o continuo o tiempo

discreto) con una propiedad que afecta a los valores que toma la safiahpente dicha (analégica

o digital).

Ejemplo 1.2

La Figura 1.2 representa ejemplos de sefiales digitalesmpdi continuo y en tiempo discreto que sélo
pueden tomar los valordsy —1. Las sefiales del ejemplo anterior eran sefiales analdgicas.

Sefales deterministas y aleatorias. Este criterio de clasificacion, cominmente citado en numero-
S0s textos, es un criterio falso porque no puede aplicarse a ningualacseiireta, sino al modelo
matematico que empleamos para representar las sefales. Estrictamenteohablaodemos hablar
de sefiales deterministas y sefiales aleatorias, sino de un modelo deterministadelo aleatorio o
estocastico para representar el conocimiento que poseemos sobfalas.se

Bajo un modelo determinista, si suponemos que conocefp$o x[n|) estamos suponiendo que
conocemos la amplitud dgt) para todos los valores depor ejemplo, sabemos qu€75,4) es igual
a 2,1y no cualquier otro, y asi con todos lo valorestdBajo un modelo estocastico, si suponemos
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1.1 SERALES 3
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Figura 1.2. Ejemplos de sefiales digitales en tiempo continuo y de tiedigmoeto.

!
o

que conocemos(t) (0 z[n]) estamos suponiendo que conocemos las propiedades estadisti¢gs de
para todos los valores depero no el valor concreto d€t); por ejemplo, sabemos que el valor medio
(esperanza matematica) d€75,4) es igual a-0,5, o que la varianza de(75,4) es igual al,1, o que

el valorz(75,4) tiene una descripcion probabilistica gausiana de media y varianzal,1, pero no
sabemos con certeza el valor de la sefial en ese instante.

El modelo realmente importante dentro de las comunicaciones es el modelo tesippaes es
el inico capaz de representar la informacién que puede contenegfisaGomo veremos a lo largo
del texto, informacién es equivalente a incertidumbre sobre el valoremngue toma una sefial, un
parametro, etc. Sin embargo, el tratamiento empleando el modelo estocéstita per lo general
mas complicado y farragoso, por lo que alli donde se pueda se reeuurirénodelo determinista. En
este capitulo vamos a considerar Unicamente el modelo determinista, tratamoldedd estocastico
en el capitulo siguiente.

Sefiales periddicas y aperiddicas. Una sefal es periddica si los valores que toma se repiten de
forma ciclica. Matematicamente podemos expresarlo de la siguiente formafiata(g) (o x[n]) es
periddica con period@ (o N) si existe un valofl’ € R (0 N € 7Z) para el que se cumple que

z(t)=z(t+T) Vt (1.2)
(z[n]=xn+N] Vn)

El menor valor d&” (o N) para el que se cumple (1.1) se denonpeaiodo fundamenta/ se denota
comoTy (0 Np). Si una sefial no es periddica se dice que es aperiddica.

Sefales reales y complejas.Una sefial compleja es aquella que toma valores en el cuerpo de los
complejosz(t) € C o z[n] € C. Una sefial real es aquella que s6lo toma valores en el cuerpo de los
reales;z(t) € R o z[n] € R. Salvo que se especifique lo contrario, siempre que nos refiramos a una
sefial sin especificar si es real o compleja entenderemos que es aheosefieja.

Definimos las partes real e imaginaria de una sefial como (omitimos la definice®dsguaiencias
por ser idéntica)

Refa(t)y = *WF2®) (1.2)

Im{a(t)} = W (1.3)
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4 SENALES Y SISTEMAS

dondej = +v/—1 y *indica complejo conjugado. Puede comprobarse que las partes real edrieagin
son sefales reales. A partir de las partes real e imaginaria reconstruisedsl@omo
+a*(t) x(t) —x*(t)

5 +7 5 = z(t) (1.4)

z(t) = Re{z(t)} + jIm{z(t)} = x(t)

y podemos interpretar una sefial real como aquella cuya parte imaginatémtsamente nula.
Otra descomposicién de una sefial compleja en dos sefales reales ag(cealia realizariamos
la descomposicién de un numero complejo) mediante su moditg}, definido como

l2(t)] = Va(t) 2 (t) = VReHa(t)} + Im?{a(t)} (1.5)

y su fasexiz(t), definida como

<x(t) = arctan m (1.6)
de la forma '
z(t) = |2(t)|e? O = |z(t)] cos(<x(t)) + j|x(t)| sen(<tz(t)) (1.7)

Sefales pares e impares. Una sefiak(¢) (0 z[n]) es par si cumple

z(t) =x(—t) Vit (1.8)
(z[n] = z[-n] Vn)
Una sefiak(¢) (0 z[n]) es impar si cumple
z(t) = —z(—t) Vt (1.9)
(z[n| = —zx[-n] Vn)

De manera analoga a las partes real e imaginaria de una sefial, podemiodadefiartes par,
Ev{x(t)}, e impar,0d{x(t)}, de una sefial como (omitimos la definiciébn para secuencias por ser
idéntica)

gofx(t)} = W (1.10)
Od{z(t)} = W (1.11)

y expresar cualquier sefial en funcion de sus partes par e impar
z(t) = Ev{x(t)} + Od{z(t)} (1.12)

Podemos comprobar facilmente que la parte par de una sefial es a sawefiahpar y que la parte
impar es una sefial impar.

Sefiales hermiticas y antihermiticas. Otro tipo de simetria similar a la paridad o imparidad es la
hermiticidad. Una sefial(¢) (o z[n]) es hermitica si cumple
¥ (—t) Vit (1.13)
(z[n] =2*[-n] Vn)
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1.1 SERALES 5

lo que implica que la parte real es par y laimaginaria es impar. Unasgfib x[n]) es antihermitica
si cumple
z(t) = —z"(—t) Vit (1.14)
(z[n] = —2*[-n] Vn)
lo que implica que la parte real es impar y la imaginaria par.

Podemos definir las partes hermitiéég{x(¢)}, y antihermitica,Ah{z(t)}, de una sefial como
(omitimos la definicién para secuencias por ser idéntica)

2(t) + 2*(—t)

He{z(t)} = — (1.15)

Ah{z(t)} = x(t)_;*(_t) (1.16)
y expresar cualquier sefial en funcioén de sus partes hermitica y antiharmitic

x(t) = He{x(t)} + Ah{z(t)} (1.17)

Aun a costa de parecer un triste remedo de un famoso dialogo de los heriviang podemos
cruzar algunas de las clasificaciones anteriores y establecer asavesacomo “la parte par de la
parte hermitica de una sefial compleja es una sefal real”, o “la parte antibarde la parte impar
de la parte imaginaria de una sefial es idénticamente nula”.

1.1.2. Medidas de seinales

Empleando los criterios vistos hasta ahora podemos clasificar una sé&rahidada, pero no
podemos distinguir entre dos sefiales que cumplan los mismos criterios. Ungmabéa en el estudio
de sefiales consiste en representar una sefial mediante un conjuntadiesmeeldre ella. Veamos a
continuacién las medidas mas importantes.

Valor medio. Es la media temporal de la amplitud de la sefial y serd, en general, un nlnrero co
plejo. Formalmente se define como

= Sefiales en tiempo continuo

e Aperiddicas

T
= (a(t)) iTlgr;&lT/_Tx(t) dt (1.18)
e Periddicas .
e o) = g [ e (1.19)

dondef(To) denota integracién a lo largo de un intervalo de durafigrsea cual sea el
inicio de este intervalo.

= Sefiales en tiempo discreto

e Aperiodicas

7= (o) = Jim_ 2N1+1 S ) (1.20)

n=—
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6 SENALES Y SISTEMAS

e Periodicas )
T = (z[n]) = Vo > zln] (1.21)
TLG{NQ}
donde}_, . y,; denota suma a lo largo de un intervalo de duracignsea cual sea el
inicio de este intervalo.

Valor de pico. Es el valor maximo del médulo de la sefal
= Sefiales en tiempo continuo
Ty = mtzix\:n(tﬂ (1.22)

= Sefiales en tiempo discreto
xp = max|z[n]| (1.23)

Energia. Es una medida cuadratica de naturaleza real y no negativa definida como

= Sefiales en tiempo continuo
E,=E{z(t)} = / (t)|? dt (1.24)

= Sefiales en tiempo discreto
E, = £ {z[n] Z |z[n] (1.25)
Si £, es una cantidad finita, decimos qug) (0 z[n]) es una sefial de energia finita./5i excede

toda cota, decimos qugt) (0 z[n]) es una sefial de energia infinita.

Potencia. Es una medida cuadratica de naturaleza real y no negativa que resitftards para
sefiales de energia infinita y representa la energia por unidad de tiengsgdirf@ecomo

= Sefiales en tiempo continuo

e Aperiddicas

T
Py =P ((t)} = (Ja(0)) = lim 2T/ () dt (1.26)
e Periédicas )
Pe =P {al0)} = (le)) = 7 /(T) ()2 dt (1.27)

= Sefiales en tiempo discreto

e Aperiddicas

P, =P {zn]} = {|z[n]|*) = 2N+1 Z lz[n (1.28)
e Periodicas )
Py = P{an]} = (|z[n]]*) = N > Jzlnl? (1.29)
ne{No}
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1.1 SERALES 7

1.1.3. Sefiales de interés

Analizaremos a continuacion algunas sefales concretas que seran dd atilidargo del texto.
Delta de Dirac. La funcion delta de Diradj(t), también conocida como funcién impulso se emplea
para modelar fendémenos fisicos en tiempo continuo y corta duracion. Btttz hablando ni tan

siquiera es una funcién matematica, sino una distribucion o una funciénatjeada. Definimos la
funcion delta de Dirac como la que cumple la igualdad

/OO 2(t) 8(t — to) dt = z(to) (1.30)

para cualquier sefial(t) continua y cualquier instantg. Esta definicion admite la interpretacion de
una descomposicion de la sefiéd) mediante funciones delta reescribiéndola como

2(t) = / T ()8t — 1) dr (1.31)

—0oQ
Una interpretacién més intuitiva de la funciéft) puede realizarse a partir de sus propiedades:

1. Toma valor cero fuera del instante cero

St)=0  Vt#£0

2. El area bajo la funcion es igual a 1

/ Z S(t)dt = 1

3. Esuna funcion par

También puede definirse la funcion delta como

5(t) = lim 6,(t) (1.32)

e—0

siendod.(t) la sefial representada en la Figura 1.3. En general, cualquier sefiediaypla las dos

1/e
5, (0

€0 ¢ t

Figura 1.3. Sefial que origina una funcion delta de Dirac cuando el vabpardmetre tiende a cero.

ltimas propiedades de las resefiadas anteriormente y disponga dernatpaue permita controlar
su duracion hasta hacerla instantanea puede dar origjeh a

La funcién delta de Dirac se representa tal y como muestra la Figura latledatposibilidad de
dibujar una funcion de area 1 y duracion instantanea.
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8 SENALES Y SISTEMAS

3(t) ad(t)

0 t 0 t

Figura 1.4. Representacion d&t) y su version escaladag(t).

Delta de Kronecker. Es el equivalente en tiempo discreto de la delta de Dirac pero, al contrerio g
ésta, su definicion no plantea ningun problema

. ]1 sin=0
5[n]—{0 sin 0 (1.33)

También puede emplearse para la descomposicion de secuencias de la forma

o0

zln] = > x[k]d[n — k] (1.34)

k=—o00

Funciones escaldn. Se definen a partir de las funciones delta como

t
u(t) = d(r)dr = {O parat <0 (1.35)
s 1 parat >0
. = 0 paran < 0
= E Skl = 1.36
ufn] P K] {1 paran > 0 ( )

Sinusoides complejas. Una sinusoide compleja en tiempo continuo se define mediante la férmula
z(t) = e/t = coswt + jsenwt (2.37)

dondew es un parametro de naturaleza real denominado frecuendaantrola la rapidez de las
oscilaciones de la sefial y se mide en radianes por segundo. Valoretdidén dan lugar a sefiales
distintas, y a mayor valor de, mayor rapidez en la variacion de la amplitud de la sefial.

Una representacion alternativa del pardmetro de frecuencia se oftégli@nte su expresion en
ciclos por segundo o hercios mediante la igualfad w /27

x(t) = 2™ = cos 2m ft + jser2w ft (1.38)

Las sinusoides complejas en tiempo continuo son siempre sefiales perididiods, su periodo
fundamentallp = 27 /w =1/f.

Se dice que dos sinusoides de frecuenciag w, poseen una relacién armonica si se cumple que
wy = kw1, siendok un numero entero. En ese caso decimos que la sinusoide de frecugresial
k-ésimo armonico de la sinusoide de frecuengia
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1.1 SERALES 9

Una sinusoide compleja en tiempo discreto se define de manera analoga madiambela
z[n] = /™ = coswn + jsenwn (1.39)

Existen, sin embargo, dos diferencias fundamentales respecto a lagd@susomplejas en tiempo
continuo:

1. Una sinusoide compleja en tiempo discreto no es siempre una sefial @erialia que una
sinusoide compleja sea periédica de periddda de verificarse que’“” = e/« ("+N) para
todon. Comoe/w("tN) — ciwnciwN ha de cumplirse que“y = 1 = ¢727% o, o que es lo
mismo, que la frecuencia sea un mdltiplo racionakdd2xk/N, conk y N nimeros enteros)
para que la sinusoide sea una sefial periddica.

2. Valores distintos dev no generan siempre sefiales distintas. Si generamos una sefial con un
valor dew igual awy y otra con un valor des igual a(wp + 27k) siendok un namero entero,
comprobamos que ambas sefiales son la misma, puestd g™ = ejwnei2rkn — ciwon,

Este hecho nos da un margen de variacion efectivanddel parametrav en las sinusoides
complejas discretas, que suele tomarse como, ].

Exponenciales reales. Una exponencial real en tiempo continuo se define mediante la formula
z(t) = e (1.40)

dondex es un parametro real. &ies mayor que cero, la sefial es monétona creciente gsimenor
gue cero, monétona decreciente. Cuanto mayor es el valor absolatoytfes rdpidamente crecera o
decrecerd la funcion.

Una exponencial real en tiempo discreto se define mediante la formula

x[n] =r" (1.41)

donder es un parametro real. 8ies mayor que uno, la sefial es monotona crecientespositivo y
menor que uno, monétona decreciente; ¥ 86 hegativo no es monatona ni creciente ni decreciente.

Exponenciales complejas. Una exponencial compleja en tiempo continuo se define como el resul-
tado de multiplicar una exponencial real por una sinusoide compleja

z(t) = eMelvt = elotiw)t — st (1.42)
dondes = o + jw.
De manera analoga definimos una exponencial compleja en tiempo discretelc@msaltado de
multiplicar una exponencial real por una sinusoide compleja
x[n] = red¥n = (red¥)" = 2" (1.43)

dondez = rei¥,
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10 SERNALES Y SISTEMAS

sinct)

Figura 1.5. Funcion sinc

Funcion sinc. Otra funcién que aparece cominmente en analisis de sefales y sistemaseidia f
sinc, definida como

. sen(mt)

sinc(t) = (1.44)

Tt
y que podemos ver (parcialmente) representada en la Figura 1.5. Esngi@nfpar de duracién
infinita cuyos cruces por cero se producen en todos los niimerossatexgepcion del cero, donde
toma su valor maximol. Conformet tiende a infinito la funcion va decreciendo en amplitud como
1/t.

Su versién en tiempo discreto se obtiene sin mas que sustjiairan, dondea es un pardmetro
de escala. En el caso en que- 1 tenemos sin@) = d[n].

Funcion pulso. Otra funcién de uso frecuente, definida como

() = 1 parajt| <1/2 (1.45)
0 paralt| >1/2

Su version en tiempo discreto es mucho menos frecuente.

1.1.4. Espacios de Hilbert para sefales de energia finita

Las sefiales admiten una representacion como vectores dentro de cio esptorial. Esta repre-
sentacion nos permite dotar de una estructura algebraica a las sefiatesgjderemos en cualquier
problemay nos abre la posibilidad de aplicar una gran cantidad de hertasniknanalisis y sintesis
desarrolladas para espacios vectoriales.

Analicemos en primer lugar la estructura de espacio vectorial para coangidds sefales pueden
ser consideradas como vectores. Un espacio vectdoréd un conjunto de elementos que denomina-
MOos vectores que poseen las siguientes propiedades:

1. Existe una ley de composicién interna, que denominamos sumay repnesgpir el signo +
gue, aplicada a dos vectore® y (x,y € V) de la formazr + y, da como resultado otro vector
del espaciot + y € V), cumpliendo ademas las siguientes propiedades:
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1.1 SERALES 11

1.1. Conmutativay z,y € V; . +y =y + x.

1.2. Asociativa¥ z,y,z € V; z+ (y+ 2) = (z + y) + =.

1.3. Existenciade elementoneutt®@ ¢ V /Vax e V; +0=0+x = «.
1.4. Existencia de elemento inversox € V 3 (—x) / z + (—x) = 0.

2. Existe una ley de composicién externa que denominamos producto cemjuntoC' de ele-
mentos denominados escalares (que deben tener la estructura de querpaplicada a un
escalai (o € (') y a un vectore (x € V) de la formana, da como resultado otro vector del
espacio¢x € V), cumpliendo ademas las siguientes propiedades:

2.1. Asociativa¥ o, € C; Vx € V; a(fz) = (af)x.
2.2. Existencia de elemento neuttbl € C /Vz € V; 1l = @.
2.3. Distributiva con respecto ala suvax € C; Va,y € V; a(x +y) = ax + ay.

2.4. Distributiva con respecto al producto por un escalar; 5 € C; Vax € V; (a+ )z =
ax + fx.

Si consideramos el caso general de una sefial compleja (tanto en tiemipoc@omo en tiempo
discreto), la ley de composicién interna del espacio vectorial es la suntagpuanto de la sefial. Ve-
rificando sus propiedades, vemos que cumple que la suma de sefialessesialy que es irrelevante
el orden en que realicemos la suma (esto es, que es conmutativa); qaeiatia; que el elemento
neutro es la sefial idénticamente nut&{ = 0), y que el elemento inverso de una sefial es la misma
sefial cambiada de signo; en definitiva, la suma cumple las propiedaddsydeédaomposicion inter-
na. Los escalares son nimeros complejos (que tienen la estructuraptealigual que los nimeros
reales) y la ley de composicidn externa es la multiplicacion de una sefial pamogro complejo.
Podemos verificar facilmente que también esta operaciéon cumple todas leslpdsgs requeridas vy,
por tanto, podemos concluir que las sefiales cumplen todos los requisdasepabnsideradas como
vectores de un espacio vectorial.

La estructura de espacio vectorial genérico como el que hemos expsestn embargo, dema-
siado simple como para tener utilidad. Una estructura méas elaborada la amezen los espacios
vectoriales de Hilbert o, simplementspacios de HilberEsta estructura nos va a permitir, por ejem-
plo, reintrepretar algunas de las medidas de sefiales expuestas enatidfal.2.

Un espacio de Hilbert es, basicamente, un espacio vectorial con poossaalar. El producto
escalar es una aplicacion de pares de vectores en el campo de losesgtagacomplejos en nuestro
caso), f(V, V) — C, que denotamos come , y) y que cumple las siguientes propiedades:

1 {(z,y)=(y, =)
2. ((ax+ Py), z) =alx, z)+ By, 2)
3. (x,x)>0

4. (z,z)=0<x=0

!Estrictamente, es un espacio vectorial con producto escalar que danpptgiedad de completitud. La propiedad de
completitud se cumple cuando toda sucesion de Cauchy es convengémtadtrica inducida por el producto escalar. Si no
posee esta propiedad el espacio vectorial recibe el nombre decegpmatiilbert.
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12 SERNALES Y SISTEMAS

A partir del producto escalar definimos una norma para el espacio iacimmo

z|| = v/{z, x) (1.46)
y, a partir de la norma, una medida de distancia entre vectores
d(z,y) = ||z - yl| (1.47)
Incluso podemos medir el angudentre dos vectores e y como
0 = arc cos <Re{(:c,y>}> (1.48)
|| [yl

Para la sefiales y, en general, para cualquier espacio vectorialcgemgexiste una Unica posi-
bilidad de definicion de producto escalar: podemos escoger como poagkaalar cualquier funcion
que cumpla los requisitos establecidos anteriormente. Cada definiciondieforescalar da lugar a
un espacio de Hilbert distinto, con métrica y norma distinta. Vamos a expomegttiawacion la es-
tructura de dos espacios de Hilbert para sefiales de energia finiteanansefales en tiempo discreto
y otro para sefiales en tiempo continuo que denominaremaos, respectivameie.

El espacid; se define mediante el siguiente producto escalar

o0
(@,y)= Y =y’ (1.49)
n=-—0o

y nos da una medida del parecido o similitud entre dos sefiales. El proceetiarede dos sefiales
cuya variacién con el tiempo sea similar sera “grande” y el de dos seaifigl@sariacion con el tiempo
sea distinta sera “pequefio”. Cuando el producto escalar de ddesefdgual a cero decimos que
las sefiales soartogonaleslo que indica que forman entre ellas un angul®de (segun podemos
comprobar a partir de (1.48)).

Una medida derivada del producto escalar efsitecion de ambigtiedad temporal, k], que al-
gunos autores denominan funcién de autocorrelacion determinista (yogqlebe confundirse con la
funcion de autocorrelacion de procesos estocasticos). Se defineetproducto escalar de una sefial
con ella misma desplazada una cantilgdue denotaremos comn,),

o
rolk] = (x, xp) = > x[n]a*n — k] (1.50)
n=—oo
y da una idea de la variabilidad y concentracion de la energia de la sediaeiial que fluctle rapi-
damente tendra una funcion de ambigliedad temporal que varie rapidaoenéspecto &, y una
sefial cuya energia esté concentrada en un corto espacio de tiempaiegélincion de ambigtuedad
temporal estrecha. Nétese ademasgie] = € {x[n]}.
La norma inducida por (1.49) resulta ser la raiz cuadrada de la energiaeftal

||| = V{z, ) = = V& {zn]} (1.51)
y la distancia es la bien conocida distancia euclidea,
dz.y) = |lz -yl = | > |z[n] - yln]? (1.52)
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1.1 SERALES 13

Como propiedades de interés de la norma podemos citar la desigualdad ae/-Sahwarz, que
establece

o0

> alnly*[n]

n=—oo

o0 [e.o]

<llzll-llyll = \| D lalll- | D lylnl? (1.53)

n=—oo n=—oo

[z, y)l =

cumpliéndose la igualdad sologin] es una version escalada en amplitudetie] (y[n] = Kz[n],
para algunk € R).
El producto escalar también permite encontrar de forma sencilla la ref@ei$ende una sefal en
una base del espacio vectorial. El ejemplo mas claro lo encontramos egdangesicion de una se-
cuencia mediante la funcion delta de Kronecker, (1.34). El conjuntadéestj[n — k], k = —o0,...,0,...,00}
forma una base ortonormal del espacio vectdsiadsto es, se cumple que

(81, 8 Z 8[n — k]d[n — i) = 6[k — i) (1.54)

n=—0oo

Las coordenadas de una sefigl] en cualquier base, y en esta en particular, se obtienen como pro-
ducto escalar de la sefiglln] con cada uno de los elementos de la base; en nuestro caso

oo

v =(x,0r) = Y x[n]d[n— k] = z[k] (1.55)

n=—oo

Una vez obtenidas las coordenadds, se representa como

o0 o0

wln] = > apdln—k = Y x[klo[n — k]

k=—00 k=—o0

que es exactamente la ecuacion (1.34). Bajo esta interpretacion quedguddos valores[k| de
(1.34) son algo mas que un cambio de variablgér k), pues no representan una sefal (un vec-
tor) sino que son simplemente las coordenadas (escalareg)|den una base del espacio vectorial
formada por funciones delta.
El espacial; se define de manera analogs ain mas que cambiar sumatorios por integrales. El
producto escalar es
o0
@)= [ sy (1.56)
—0o0
y tiene el mismo sentido que &n nos da una medida del parecido o similitud entre dos sefales.
La funcion de ambigiiedad temporal posee ahora una variable indemendéenaturaleza conti-
nua,r, y se define como
oo
ro(7) = (T, ;) :/ x(t)z*(t — 1) dt (1.57)

—0o0

La norma inducida por (1.56) también resulta ser la raiz cuadrada de {daedena sefal

|z|| =/ (x, x) = / ()2 dt = /E{x(t) (1.58)
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y la distancia es

d(e, ’y)—l\w—yll—\// y(t)[? dt (1.59)

La desigualdad de Cauchy-Schwarz toma la forma

(@ y|—'/ dt\<r|:c|\ |yr|—\// ()2 dt - \// OPdt (L60)

cumpliéndose la igualdad sélowit) = Kx(t), para algunk.

El conjunto de funciones delta de Dirdé(t — 7), 7 € (—o0,00)} es una base para el espacio
L,. La obtencion de las coordenadas de una seftarespecto a esta base se realiza mediante (1.30)
y la representacion de la sefial en funcion de los elementos de la basetmédizh).

Para sefales de potencia no nula los espacios descritos no tienen utiligad, gm general, los
sumatorios o integrales que definen el producto escalar van a seagetites. En este caso podemos
plantear otros productos escalares que dan lugar a espacios de tHghetbs introduciendo restric-
ciones como, por ejemplo, limitar el intervalo de integracién o suma, definipat&svectorial s6lo
para aquellas sefiales que cumplen determinados requisitos, etc.

SISTEMAS

Un sistema es una representacion matematica de una entidad fisica que sifteutd @le una o
varias magnitudes fisicas (sefiales) ofrece como respuesta otras megj(sefthles). Las sefiales que
estimulan al sistema se denominan entradas del sistema y las sefiales capgnéael! sistema se
denominan salidas del sistema. Si las sefiales de entrada y salida son erctatimm decimos que
el sistema es en tiempo continuo, y si las sefales de entrada y salida son endisergto decimos
gue el sistema es en tiempo discreto. Aqui vamos a considerar Unicameaie ehajue tenemos una
Unica entradag(t) 0 z[n], y una Unica saliday(t) o y[n].

Aunque no existe total unanimidad en la literatura, se suelen denominarfitivosa los sistemas
que diseflamos y construimos con un propésito determinado. En este textammals el término
filtro con este propésito, aunque en ocasiones nos refiramos a los fdtrad aombre genérico de
sistemas.

Un sistema queda definido mediante la transformagi@ue realiza de la entrada para obtener la
salida

y(t) = THz(t)} (1.61)
(yln] = T{z[n]})

y este apartado esta dedicado al estudio de esta transformacién. Esougeceral, esta no es una
tarea facil porque si bien en algunos casos somos capaces de angpatexpresion analitica sencilla
que relaciona la entrada con las salida del sistema, en otros no, como serandstr dos ejemplos
siguientes.
Ejemplo 1.3

Considere el caso de un generador de tension conectado esistancia de valaR ohmios. El sistema va

a consistir en la resistencia, que transforma la tensiérpgoeorciona el generadat(t), en la corriente
gue atraviesa la resistencid}). El sistema queda definido mediante la ecuacion

y(t) = Ta(t)} = (0
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1.2 SISTEMAS 15

Ejemplo 1.4
Considere una conversacion telefénica entre dos persBhsistema va a consistir en todos los elementos
que realizan la transmisién en uno de los sentidos, tramsfado la presion sonora presente en el micréfono
de la primera persona(t), en la presion sonora a la salida del auricular de la seguerdampay(t). Para
encontrar la relacion enttgt) e y(¢) debemos expresar en primer lugar la relacion entre la prasidora
presente en el micréfono y la tensidn en bornas del micrgfamontinuacion la relacion entre esta tension
y la tensién a la salida del terminal telefonico, y asi haktdtavoz presente en el auricular de la segunda
persona. Con tiempo y paciencia puede que llegasemos aterdamelacion entre(t) ey(t), pero lo peor
es que todos esos célculos valdrian s6lo para una conviersspecifica entre estas dos personas concretas,
porque un cambio tan simple como es el establecimiento deusa llamada entre estas dos personas trae
como consecuencia que la compaiiia telefénica puede hahbrazio el circuito que emplea para conectar
estos dos abonados, y hay que volver a repetir el calculo.

Este Gltimo ejemplo pone de manifiesto que es necesaria una abstraccion dadipsop fisicos
gue gobiernan el comportamiento del sistema y recurrir, como hemos reatiaadas sefiales, a un
tratamiento sistemético.

Para ello vamos en primer lugar a establecer una clasificacion de los sisemgsogteriormente,
centrarnos en el estudio de los sistemas que cumplen dos propiedaddistalihednvarianza tem-
poral. Siempre que sea posible, abordaremos de forma conjunta el efgudmsistemas en tiempo
continuo y en tiempo discreto.

1.2.1. Clasificacién de los sistemas

Los sistemas pueden clasificarse en funcién de que cumplan o no detexrsnmagdiedades. Las
mas importantes son:

Memoria. Se dice que un sistema e memoriacuando la salida en un determinado instante no
depende de valores pasados ni futuros de la entrada. Se dice gsterebstiene memoria cuando
incumple esta propiedad.

Ejemplo 1.5
El sistema definido por la ecuacién
y(t) = 22(t) (1.62)

es un sistema sin memoria. El sistema definido por la ecuacion
yln] = z[n — 1] (1.63)

€s un sistema con memoria

Causalidad. Se dice que un sistemaesusalo no anticipativo) cuando la salida en un determinado
instante no depende de valores futuros de la entrada. Se dice que rahsésteno causal cuando
incumple esta propiedad. Formalmente podemos expresarlo de la siguient@:nangistema es
causal si y solo si dadas cualesquiera dos sefiales de emtr@dlay zo(t) que cumplenc,(t) =
x9(t) Vt < to, sus salidas correspondientest) ey (t) cumpleny, (t) = ya2(t) Vt < to.

Para sistemas en tiempo discreto la definicion es idéntica sin mas que cantbjats(t), to,
y1(t) eya(t) por, respectivamente; [n], x2[n], no, y1[n] € y2[n].

De manera analoga, definimos un sistema como anticausal (o anticipatimdpdasalida en un
determinado instante no depende de valores pasados de la entradéniSidldéormal se obtiene a
partir de la de causalidad sin mas que cambidrgor “>".
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16 SERNALES Y SISTEMAS

Ejemplo 1.6
El sistema definido por (1.62) es causal y anticausal al misanopo. El sistema definido por (1.63) es
causal y no anticausal. El sistema definido por la ecuacion

y[n] = nz[n + 1] (1.64)

es anticausal y no es causal. El sistema definido por la eruaci

t+1
y(t) = / xz(1)dr (1.65)

no es ni causal ni anticausal.

Un aspecto importante relacionado con la causalidad, es que cuand@aldevardependiente de las
sefiales es el tiempo, todos los sistemas fisicamente realizables son causales.

Invertibilidad.  Se dice que un sistema isertible cuando siempre es posible recuperar la entrada
al sistema conociendo la salida. Formalmentesistema es invertible si y solo si dadas cualesquiera
dos sefiales de entraddt) y x5 (t) distintas en al menos un punto, sus salidas correspondigfites

eyq(t) son distintas en al menos un purita definicion para sistemas en tiempo discreto es analoga.

Ejemplo 1.7
El sistema definido por la Ecuacion (1.63) es invertible, siglema que obtiene la entrada en funcion de la
salida queda definido por la ecuacién
z[n] =yln+1]
El sistema definido por la Ecuacion (1.62) no es invertiblejpe no se puede recuperar el signo de la sefial
de entrada.

Estabilidad. Aunque existen diversos criterios de estabilidad, el mas utilizado en di@dwisiste-
mas es el denominado “entrada acotada, salida acotaBlalifded Input Bounded OutpyuBIBO).
Este criterio establece que un sistema es estable si para cualquier ecttada éa salida esta acota-
da. Formalmentesi la sefial de entrada al sistern&;), cumple|x(t)| < A para un valor del finito,

el sistema es estable BIBO si y solo si existe un valor real fidital que|y(t)| < B. La definicion
para sistemas en tiempo discreto es analoga. Cuando un sistema no esesliablgue es inestable.

Ejemplo 1.8
El sistema definido por la Ecuacion (1.62) es estable BIBO yalor de B para el que se cumple la defi-
nicion esA?. El sistema definido por la Ecuacion (1.65) no es estable Bi@&@@o demostramos faciimente
haciendo que la entrada se@) = 1.

Linealidad. Un sistema es lineal si cumple las propiedades de aditividad y homogenEatad.
malmente:un sistema es lineal si 'y sélo si dadas cualesquiera dos sefiales da enftagy s (t)
cuyas salidas respectivas sgy{t) e y»(t), cuando presentamos a la entrada del sistema la sefial
z(t) = ax1(t) + Bza(t), cona y ( escalares de valor arbitrario, la salida del sisteniB{gsr, (t) +
Bxa(t)} = ayi(t) + Bya(t). La definicion para sistemas en tiempo discreto es analoga.

Ejemplo 1.9
El sistema definido por la Ecuacion (1.63) es lineal, com@pumbs comprobar facilmente hacierfiidaz, [n]+
Bra[n]} = axin — 1] + Baan — 1] = ayi[n] + By2(n].
El sistema definido por la Ecuacion (1.62) no es lineal, yaapiste algin valor de y/o algin par de
funcionesr(t) ey(t) paralos que {ax (t) + Bx2(t)} = o223 (t)+ B2x3(t) + 20821 (t)x2(t) # ayi(t) +
Bya2(t).
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1.2 SISTEMAS 17

Invarianza. Un sistema egwariante o mejorinvariante en el tiempai el comportamiento del sis-
tema no depende del instante en que se le aplique la excitacion. Formalamesisgema es invariante

si y sélo si dada una entradét) y su salida correspondieniét), se cumple qug {x(t — to)} =
y(t—to) para cualquier valor dg. La definicion para sistemas en tiempo discreto es analoga. Cuando
un sistema no es invariante se dice qu&atanteo variante en el tiempo

Ejemplo 1.10
El sistema definido por la Ecuacion (1.62) es invariante YT (t — to)} = 22(t — to) = y(t — to). El
sistema definido por la Ecuacion (1.64) es variante ya queeealgln valor de: y/o alguna funcione|t]
paralos quey {z[n — ngl} = nx[n —ng + 1] # y[n — ng| = (n — no)x[n — ng + 1J.

1.2.2. Sistemas lineales e invariantes

Un tipo de sistemas de particular interés son aquellos que cumplen las dos Ghipiasiades
de las mencionadas anteriormente: linealidad e invarianza. Estos sisterapenidientemente de su
complejidad, quedan representados mediante una sefial, la respuesiséed® a la sefial impulso;
ademas, la respuesta del sistema ante cualquier otra entrada puedeselstetkante una operacion,
denominada convolucién, entre la sefial de entrada y la respuesta aldrdpldgstema.

Sistemas lineales e invariantes en tiempo discreto

En un sistema lineal e invariant&{-}, la salida puede expresarse, aplicando la propiedad de
linealidad, como

yln] = L{z[n]}

k=—o00
= ) alk] £{s[n — K]}
k=—o00
= > k] hln] (1.66)
k=—o0
donde
hin] = L{5[n — K]} (1.67)

Aplicando ahora la propiedad de invarianza, tenemoshgiid = ho[n — k|, que, sustituido en
(1.66), nos permite expresar la salida del sistema como

o

ylnl = Y alk] hyln]

k=—o00
0

= > [kl ho[n — k]

k=—o00
oo

= Y a[k]h[n -k (1.68)

k=—o00
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18 SERNALES Y SISTEMAS

dondeh[n] = L{d[n]} es la sefial denominada respuesta al impulso del sistema lineal e invariante,
L£{-}. Larespuesta al impulso permite caracterizar el comportamiento del sistegrzualguier en-
trada, calculando la salida mediante (1.68), operacién que denomir@megluciony denotamos

con el simbolox de la forma

z[n] « hin] = > x[k]h[n — k] (1.69)
k=—00

Sistemas lineales e invariantes en tiempo continuo

De manera anéloga al caso en tiempo discreto, en un sistema lineal e invemitiatepo continuo
L{-}, la salida puede expresarse, aplicando la propiedad de linealidad, como

y(t) = L{z(0)}

_ z{ /_Zx(T)aa—T) dT}

= /00 (1) L{6(t — 7))} dT

_ /_ T (e ha(t) dr (1.70)
donde
ha(t) = £6(t — 7)) (1.71)

Aplicando la propiedad de invarianza, tenemos k@) = ho(t — 7), que, sustituido en (1.70),
nos permite expresar la salida del sistema como

y(t) = /OO (1) he(t) dr

—00

- /OO () ho(t — 1) dr

—0o0

oo

= / x(T)h(t —7)dr (1.72)
—00

dondeh(t) = L{4(t)} es la sefial denominada respuesta al impulso del sistema lineal e invariante,

L{-}. Como en el caso en tiempo discreto, la salida del sistema se calcula medianteola@on

de la sefial de entrada con la respuesta al impulso, definiéndose lducimvgara tiempo continuo

como

x(t) x h(t) = /00 x(T)h(t —7)dr (1.73)

—00

Propiedades de la operacion de convolucién

Aunque la convolucion es la operacién que nos permite calcular la salida sistema lineal e
invariante, podemos considerarla en si misma como una operacion quiy, dgpdos sefiales, ofrece
como resultado otra sefal. Independientemente de que se trate de su paraiiempo discreto o
tiempo continuo, esta operacion tiene las siguientes propiedades:
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Conmutativa. Considerando dos sefiale® y (suprimimos los paréntesis o corchetes para tratar de
forma simultanea los casos discreto y continuo), se cumple

T*Y=Y*xT
Asociativa. Considerando tres sefialesy y z, se cumple
zx{y*z}={z*xy}xz

Elemento neutro. El elemento neutro de la convolucién es la sefial delta. Considerandoalarsefi
se cumple
T*x0=0*xr =21

Elemento inverso. Aunque no existe siempre, el elemento inverso de una sefépecto a la con-
volucién es la sefiat; que cumple

THRT;, =X; T =0

Propiedades de los sistemas lineales e invariantes

Supuesto que un sistema cumple las propiedades de linealidad e invarguaszmnos ahora las
cuatro restantes propiedades o criterios de clasificacién que utilizAbansbApartado 1.2.1. Las
demostraciones se proponen como ejercicio. Las formularemos Unicanaeatelaso discreto,
siendo su definicibn analoga para el caso continuo.

Memoria. Un sistema lineal e invariante (en lo sucesivo, al referirnos genéricaraam sistema,
supondremos que cumple las propiedades de linealidad e invarianza)nesmsoria si y solo si su
respuesta al impulsln| toma la forma

h[n] = Kd[n] (1.74)

dondeK es una constante, en general compleja.

Causalidad. Un sistema es causal siy s6lo si su respuesta al impligacumple
hin] =0 Vn <0 (1.75)
De manera analoga, un sistema es anticausal si y solo si su respuestalso frhg cumple

hln]=0  Vn>0 (1.76)

Invertibilidad. Un sistema es invertible si y s6lo si existe la inversa respecto a la convollgigun
respuesta al impuls@[n]. Esto es, si existe ul;[n] que cumple

hi[n] * hin] = d[n] (1.77)
Siendoh;[n] la respuesta al impulso de su sistema inverso.
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Estabilidad. Un sistema es estable BIBO si y s6lo si su respuesta al impulsp,cumple

o0

> |hfn] < oo (1.78)

n=—oo

REPRESENTACION DE SENALES Y SISTEMAS MEDIANTE TRANSFOR -
MADAS

En muchas ocasiones no es facil (e incluso no es posible) describmpbec@mmiento de las se-
fales en funcion de su variacion temporal, o el comportamiento de un sistealeelimyariante a
partir de los valores que toma su respuesta al impulso. Una represershieraativa y complemen-
taria de las sefiales y los sistemas que puede ayudarnos en esta labappsrizignada por lo que
denominamos genéricamente cotramsformadas

En este apartado vamos a estudiar su uso, comenzando por justificardel kas transformadas
de nudcleo exponencial para, posteriormente, describir y analizar tesférenada de Fourier tanto
para tiempo continuo como para secuencias, la Transformada Z, ladimraasgh Discreta de Fourier;
finalizando con la representacion de las sefiales que denominaremogasoeandaaciendo uso
de otra transformada, la de Hilbert.

1.3.1. Respuesta de los sistemas lineales e invariantes a la s exponenciales
complejas

Si un sistema lineal e invariante con respuesta al imph(gp se excita con una exponencial
complejaz(t) = e, ala salida obtenemos

y(t) = /OO h(r)z(t — 7)dr

—00

= / h(T) ST qr

00
[e's]

— est/
—0o0

= eH(s) (1.79)

h(r)e " dr

que no es sino la misma sefial de entrada multiplicada por el eg€édar En analisis matematico,
cuando un operador ofrece como resultado ante una funcion la mismarfunaltiplicada por un
escalar decimos que esa funcidn es antfunciondel operador y el escalar esaltovalorasociado

a dicha autofuncion. Asi, las exponenciales complejas son autofundietedos los sistemas lineales
e invariantes. Para cada valor distinto del parametiotenemos distintas autofunciones, cada una de
ellas con su correspondiente autovalor asociata,).

Si consideramos dos sistemas lineales e invariantes distintos, con resliéstpulsoh, (t) y
hs(t), ambos tienen al conjunto de las exponenciales complejas como autofunfion® el resto
de los sistemas lineales e invariantes), pero los autovalores asodidesy Ha(s) son distintos.
Podemos, pues, pensar en representar cada sistema lineal e invaridistetenel conjunto de los
autovalores asociados a las exponenciales complejas. Dicho conjuigadteen cuenta que el pa-
rametros puede tomar cualquier valor dentro del plano complejo, podemos coniderato una
funcion compleja sobre el plano complejo. Esta funciiis), recibe el nombre d&incion de trans-
ferencia en el dominie o de Laplace
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La funcion de transferenciH (s) queda determinada de manera univoca a partir de la respuesta
al impulso del sistema(¢), mediante la ecuacion

H(s) = /OO h(t)e st dt (1.80)

— 00

extraida de (1.79). Esto significa que taft¢s) comoh(t) contienen la misma informacién sobre el
sistema, existiendo ademas una férmula que nos permite recugéerar partir deH (s) de manera
univoca. Esta formula es

h(t) ! /Uﬂ'oo H(s)e ds (1.81)

B % —joo

dondeo es cualquier valor para el que la integral (1.80) es convergente c4andr + jw.

Analicemos brevemente lo que hemos conseguido hasta ahora. Un sisterha imeaiante
gueda univocamente determinado mediante una sefial, su respuesta al, iynppiadir de esta sefial
obtenemos otra representacion del sistema que consiste en una furm®elgglano complejo. La
pregunta que cabe realizar ahora es la siguiente: si la funcién soplanel complejo (la funcion
de transferencia en el dominio de Laplace) la hemos obtenido a partir deefiak ¢, qué nos impide
aplicar esta misma operacion, (1.80), a cualquier sefial, sea o0 no tespluespulso de un sistema
lineal e invariante?. La respuesta es muy simple: no hay ninguna razdo gupida, pero, ¢ para
qué?. Vamos a verlo.

La Transformada de Laplace para una sefial en tiempo contiftise define conto

X(s) = /OO z(t)e st dt (1.82)

— 00

siendos la variable independiente en el dominio transformado de Laplace, de leatutmmpleja,
cuyas partes real e imaginaria denotamos, respectivamente,ccgmds = o + jw). La Ecuacion
(1.82) también se conoce como ecuacion de andlisis de la Transformadalded. En general nos
referimos aX (s) como la Transformada de Laplace de la seff&l pero, como hemos visto anterior-
mente, en el caso en que la sefial a la que calculamos la transformadaespaiésia al impulso de
un sistema, el resultado de la transformada recibe el nombtad@n de transferencida Transfor-
mada Inversa de Laplace (o ecuacion de sintesis de la Transformaepléded) se obtiene a partir de
(1.82)yes

x(t) = L T X(s)eds (1.83)
B 27T] o—j00 .

tomandas cualquier valor para el que la integral (1.82) es convergente.
Hasta aqui la definicién. Veamos ahora qué sucede al calcular la dmaiasfa de Laplace de la

2En parte de la literatura esta definicion de la Transformada de Laplaocesesccomo “bilateral”, en contraposicion a
la Transformada de Laplace denominada “unilateral”, definida como

X(s) = /OOO x(t)e > dt
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salida de un sistema lineal e invarianjé,),

Y(s) = /_Z y(t) e st dt

( () *h(t)) e dt

/ h(t —7)dre st dt

SU(T) / h(t — 1) e st dtdr
/ h(t') e *E+T) qt’ dr

e T / h(t') et dt’ dr

_ [ e *TH(s)dr
= )/_ x(r)e T dr
= H(s)X(s) (1.84)

Este resultado, conocido como propiedad de convolucion, nos dice quanisformada de Laplace
transforma una operacioén con sefiales poco “intuitiva” como la convolyeid el sentido que es
dificil predecir a simple vista cémo serd el resultado de la convolucion deaf@des) en una mas
sencilla como el producto. Conociendo la funcién de transferencia destema podemos predecir
facilmente como se comportara ante una entrada determinada.

En tiempo discreto realizamos un desarrollo analogo, introduciendo uoaengial compleja,
x[n] = 2", en un sistema lineal e invariante con respuesta al imguigo

ylnl = D hlklzln— K

= Z"H(z) (1.85)
dondeH (z) es una funcion compleja sobre el plano complefpue denominamo&incion de trans-
ferencia en el dominio Z
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Para una sefial genérica en tiempo discigtd definimos su Transformada Z como

X(z) = Z x[n]z™" (1.86)

n=—oo

siendoz la variable independiente en el dominio transformado Z, de naturaleza gangpigos moé-
dulo y fase denotamos, respectivamente, comow (2 = re’v). La Transformada Z Inversa (o
ecuacion de sintesis de la Transformada Z) se obtiene a partir de (186) y e

x[n] = 271U %X(z) 2"z (1.87)

donde¢ denota la integracion a lo largo de un contorno circular de raglioentrado en el origen, en
el sentido contrario a las agujas del reloj, siendmalquier valor para el que el sumatorio (1.86) es
convergente.

La Transformada Z también posee la propiedad de convolucién; estosadidia de un sistema
lineal e invariantey[n], puede expresarse en el dominioomo

Y(z) = X(2)H(2) (1.88)

siendoX (z) la Transformada Z de la sefial de entradd ) la funcidn de transferencia del sistema.
La demostracién de esta propiedad, similar a (1.84), se deja como ejerciiel fector.

Como regla general que emplearemos a lo largo del texto, cuando hablernosa defial en el
dominio natural o temporal nos referiremos a su expresion cuando ldleai@ependiente es el
tiempo,z(t) o xz[n], segun corresponda. También nos referiremeg ao x[n] como forma de onda.
Cuando hablemos de una sefial en el dominio transformado nos referiaesnaexpresion cuando la
variable independiente 8sz uw (que veremos a continuacién), segun el contexto. Cuando hablemos
de una sefial sin mas nos referimos a la propia sefial independientemlamatdealeza de su variable
independiente.

1.3.2. Transformada de Fourier para sefales y sistemas enti  empo continuo

La interpretacion y manipulacién de las transformadas de Laplace y Z resigjtarosa en la
mayoria de los casos por tratarse de funciones complejas sobre el plaptejp. Dado que estas
funciones se obtiene a partir de otrd{) o z[n], cuya variable independiente es de naturaleza real
(tiempo continuo) o entera (tiempo discreto), podemos decir que la expsidna sefial en los
dominios de Laplace o Z es redundante. En otras palabras, si en el dominial nos basta con una
variable independiente real o entera para representar toda la seéladoeminio transformado no nos
hace falta una variable independiente compleja para realizar el mismo cometido.

Para sefiales en tiempo continuo podemos particularizar la Transformadplded en cualquier
recta en el plano y obtener asi una reduccion de la dimensionalidad déalalevéndependiente de

3En parte de la literatura esta definicion de la Transformada Z se conmee‘bdateral”, en contraposicion a la Trans-
formada Z denominada “unilateral”, definida como

X(z) = Z z[n]z™"

n=0
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compleja a real. Si la particularizamos en la recta imaginara,jw, obtenemos Idransformada de
Fourier en tiempo continygue definimos para una sefigt) como

X(jw) = X(s)

oo
= / x(t) e It dt (1.89)
S=Jw —0o0
y es una funcién compleja de la variable realA la variablew se le da el nombre de frecuencia. Por
extension del nombre que recibe en analisis funcional la descomposicapedadores en funcion de
sus autovectores y autovaloreescomposicion espectralX (jw) se le suele denominar espectro de
x(t) o representacion espectral dg).

La transformada inversa (0 ecuacion de sintesis de la transformadafiesgeparticularizando
(1.83) paras = 0,

x(t) = % /OO X (jw) et dw (1.90)

Si la sefial sobre la que aplicamos la Transformada de Fourier es l&s&spaillimpulso de un
sistema lineal e invarianté,(¢), el resultadoH (jw) es lafuncién de transferencia en dominio de
Fourier también denominadauncion de trasferencia en el dominio de la frecuencig@spuesta en
frecuenciadel sistema.

Se dice que existe la Transformada de Fourier de una s€fjasi la integral (1.89) es conver-
gente para todo valor de Lamentablemente, no existe ninguna condicion necesaria y suficiente que
garantice su existencia; esto es, no existe ninguna propiedad tal queesialala cumple existe su
transformada, y si no la cumple no existe su transformada. Somos capsces$, de encontrar mu-
chas condiciones suficientes (que nos aseguran la existencia de fartreti®) como, por ejemplo,
que la sefial sea de energia finita 0 que sea absolutamente integrable.

La condicién de existencia limita en gran medida la aplicacion de la Transfored€aurier, ya
que sefales tan comunes como las de amplitud constante o las sinusoidesarotpossformada.

Si relajamos el criterio de existencia y permitimos que para un valor de freieda integral diverja
(esto es, permitimos la existencia de funciones delta en el dominio transfgrataepemos lo que se
conoce comdransformada de Fourier Generalizagae nos permite obtener una representacién en
el dominio transformado de sefiales como las sinusoides complejas, las pefiEidicas, la funcién
escaldn o las sefiales de amplitud constante. Salvo indicacion en conteagbprh en adelante,
cuando nos refiramos a la Transformada de Fourier entenderemaos jae@sie la Transformada de
Fourier Generalizada.

La definicion de la Transformada de Fourier por si misma no nos dice gsnst no somos
capaces de relacionar de forma intuitiva su forma de onda con suertaei$n espectral. En el Cua-
dro 1.1 podemos encontrar las transformadas de algunas funcionegatlespero, adicionalmente,
conviene realizar los siguientes comentarios:

= La transformada de una sefial real es, en general, una funcién gany#ase como ejemplo
la transformada de una delta desplazada del origen de tiempos.

= Si la amplitud de la forma de onda varia lentamente, el médulo de su transfotamads
valores mayores para frecuencias cercanas a 0. Un caso extremsiibuy@n las sefiales de
amplitud constante cuya transformada toma valor distinto de cero Unicament&egukncia
0.

= Sila amplitud de la forma de onda varia rapidamente, el modulo de su trandéotoraara
valores grandes para frecuencias lejanas de 0. La transformada sieusoide compleja es una
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5(t) <51 145 270 6(w)
5(t —to) LE, it edwot LLy on 0(w — wop)
1 7F . . TF 1
il _ — t) «— — 0
— e —2ju(w) = u(t) W (w)
sinc(t) «— II (—) <7>
o) o II(t) +— sinc 5
_ 1 1
ey (t) 5 —— te~u(t) ¢ ————
Re{a}>0 a+jw Re{a}>0 (a+ jw)

Z 5(t — kT) &5 2T Z 5<w—2ﬂk>

k=—o00 k=—o00
(o)
ok, TF 2k
E ap el TS o E ak5<w—T>
k=—o00 k=—o00

Cuadro 1.1.Pares transformados basicos.

funcion delta situada a la frecuencia de la sinusoide; si mayor es la ficdawde la sinusoide,
mas rapidamente variara su amplitud y la funcion delta estara situada a frieconés alta.

El valor de la amplitud de la forma de onda en un instante determinado influyelas les
frecuencias y, analogamente, el valor de la transformada en unafi@aueterminada influye
en la amplitud de la forma de onda en todos los instantes. Como ejemplo, podenprsitar
cémo la transformada de una funcion que toma valor distinto de cero sélo pantm, la
funcion delta, tiene componentes espectrales en todas las frecuerudaso ¢a transformada
inversa de una funcidn delta toma valor no nulo en todos los instantes de tiempo.

En funcion de los valores que ton#a(jw) (0 H(jw)) se establecen las siguientes definiciones

sobre sefales (o sistemas):

= Si X(jw) (0 H(jw)) toma valor distinto de cero Unicamente en un intervalo de longitud finita
de frecuencia, se dice que la sefal (o sistema) es de banda limitadaoocasario, se dice
gue es de banda ilimitada.

Si X(jw) = 0 (0 H(jw) = 0) parajw| > wy se dice que la sefial (o sistema) es paso bajo con
frecuencia de corteg (equivalentemente, se dice que es paso bajo con ancho dedagnda

Si X(jw) =0 (0 H(jw) = 0) paraw; > |w| > wa (w1 < wy) se dice que la sefial (o sistema)
es paso banda con frecuencia de corte infesigrfrecuencia de corte superias y ancho de
bandavy — w;.

Si X (jw) = 0 (0 H(jw) = 0) paraw; > |w| > wy (w1 > we) se dice que la sefial (o sistema)
es de banda eliminada, con frecuencia de corte inferior de la banda elamisdcecuencia de
corte superior de la banda eliminaday ancho de la banda eliminada —
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= Si X(jw) =0 (0 H(jw) = 0) parawy > |w| se dice que la sefial (o sistema) es paso alto con
frecuencia de cortey. Notese que ni las sefiales (o sistemas) de banda eliminada ni paso alto
son de banda limitada.

Propiedades de la Transformada de Fourier en tiempo continuo

A continuacién enunciaremos las propiedades mas importantes de la Tirzedfode Fourier en
tiempo continuo, haciendo mayor hincapié en las implicaciones en el estudialesy sistemas de
cada propiedad que en su demostracion matematica.

Para evitar su continua repeticion, en cada una de las propiedadesrempliea siguiente nota-
cion

a(t) X (jw)
y(t) 5 Y(jw)
Linealidad.
az(t) + By(t) <5 aX (jw) + BY (jw) (1.91)

Supone la proporcionalidad entre las amplitudes en los dominios naturakfotraado y la conser-
vacion de propiedades tales como la distributividad respecto a la sumatiastiacion se obtiene
facilmente a partir de la definicién de la transformada.

Propiedad de convolucion.
2(t) * y(t) <5 X (jw)Y (jw) (1.92)

Las implicaciones de esta propiedad son las ya discutidas para la Traadéode Laplace: & (jw)

es la funcion de transferencia de un sistema lineal e invariante, la salisistéeha en el dominio de
la frecuencia es el producto de la entrada por la funcion de transfer&u demostracion se obtiene
particularizando la propiedad de convolucion de la Transformada dadsg§1.84).

Desplazamiento temporal.
2(t — to) 45 e~ X (jw) (1.93)

Un desplazamiento temporal de la sefial no afecta al médulo de la transéorviacta sélo a la fase,
sumando un término de valetwt,. La propiedad se demuestra de forma directa aplicando (1.89) a
ac(t — to).

Derivacion.

dzgt) EE X (jw) (1.94)

Una derivacion en el tiempo supone una atenuacion en frecuenciagd®sjeanas a cero) y un realce
en frecuencias altas. Podemos incluso considerar el derivador corsistama lineal e invariante
cuya funcién de transferencia &5 jw) = jw. La demostracion de la propiedad se realiza tomando
la derivada de (1.90).
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Integracion.
t X (i
/ () dr 5 XU9) Ly G0)s(w) (1.95)
— o0 Jw
Es la propiedad contraria a la derivacion. Notese el térmiki¢;0)o(w) que aparece cuando el valor

de la transformada a frecuencia cero, que se corresponde con Iaalirﬁ_%fg x(t) dt, es distinto de
cero.

Cambio de escala.

x(at) AN iX <]w> (1.96)
la]” \ a

siendoa un valor real. Si comprimimos una sefial en el tiempa>( 1), expandimos su espectro, y

viceversa. Esto indica que hay un compromiso duracion-ancho de,liurelao es sino una mani-

festacion del Principio de Incertidumbre. Basado en esta propiedaltd moenprobarse que si una

sefial es de duracién temporal finita, su ancho de banda es infinitargrimmente, si una sefial tiene

ancho de banda finito, su forma de onda tiene duracion infinita.

Dualidad.
X(jt) 45 272 (—w) (1.97)

Esta propiedad nos dice que ambos dominios son (salvo factores deecisn@lisiones de la variable
independiente), intercambiables. Compruebe en los ejemplos de transdsrdesel Cuadro 1.1 cémo
algunos de los pares son duales de otros. La demostracién de estagiaggeerealiza cambiando
porw en (1.90).

Producto. )
TF
z(t)y(t) < o
i

La aplicacion de esta propiedad al estudio de sistemas no lineales sin menter@rétanday(t)
como7{xz(t)}/x(t) y calculando su Transformada de Fourier) nos ayuda a comprentipo ele
transformacion que realizan en el dominio de la frecuencia sobre uabdsefa. También nos ayuda
a comprender el efecto que supone la observacion de una sefiaedumaiempo limitado (interpre-
tandoy(t) como una sefial de valaren el intervalo de observaciériyfuera de este). Esta propiedad
se obtiene de la aplicacion de la propiedad de dualidad a la propiedadvaducidn.

X (jw) * Y (jw) (1.98)

Modulacién.
eI@oly(t) AN X(j(w — wo)) (1.99)

Esta propiedad es fundamental en comunicaciones por ser la base delldadiomes lineales. Nos
dice que multiplicar una sefial por una sinusoide compleja implica un desplatamiefrecuencia
de valor el de la sinusoide. Se obtiene como caso particular de la propieldaducto.

Derivacion en frecuencia.

~jta(p) &5 AU (1.100)

Puede obtenerse como caso particular de la propiedad del producto apbiEando la propiedad de
dualidad a la propiedad de derivacion en el tiempo.
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Simetria.
2(—t) 5 X (—jw) (1.101)

La aplicacion de esta propiedad a sefiales pares e impares (0 a las pagt@aar de una sefial) nos
dice que si una sefial es paf({) = xz(—t)), su transformada también lo eX¥ (jw) = X(—jw)), Yy
que si una sefal es impar(¢) = —x(—t)), su transformada también lo ¥ (jw) = — X (—jw)). Se
obtiene cambiandbpor —t en (1.89).

Conjugacion.

2 (t) &5 X+ (—jw) (1.102)

La aplicacién de esta propiedad a sefiales reales e imaginarias puras (meéda real e imaginaria
de una sefial) nos dice que si una sefial es €8l € x*(t)), su transformada es hermitics (jw) =
X*(—jw)), y que si una sefial es imaginaria put&{ = —z*(—t)), su transformada es antihermitica
(X(jw) = =X*(—jw)). También nos dice que la parte real de una sefial compleja se transforma e
la parte hermitica de la transformada, y que la parte imaginaria de una sefidéeose transforma
en la parte antihermitica de la transformada.

Combinando esta propiedad con la anterior podemos establecer ammesaomo: la transfor-
mada de una sefial real y par es real y par, o la transformada defisdaesd e impar es imaginaria
pura e impar. Se obtiene aplicando (1.89)'&).

Conservacion del producto escalar o Relacion de Parseval.

/ " o)y (t) dt = % /_ :X(jw)Y*(jw) duw (1.103)

—00

Se demuestra a partir de la propiedad de conservacion del produalarestel espacio vectorial de
sefiales de energia finita.

Conservacion de la energia o Teorema de Rayleigh.

/ ()2 dt = ;ﬂ/ X ()2 dw (1.104)
se obtiene como caso particular de la Relacion de Parseval y generalmeatefundido con esta.
Esta propiedad permite interpretar el médulo al cuadrado de la TransfardeaFourier| X (jw)|?,
como una densidad de energia: la parte izquierda de la igualdad (1.184)edida de la energia de
x(t) y, por tanto, la parte derecha de la igualdad también lo es; si la energiieseeahediante inte-
gracién de una funcién, esa funcién puede interpretarse como denkdmergia. Como la variable
independiente de esa funcion es la frecuendid;w)|? se denominaensidad espectral de energia

Podemos comprobar ademas que la densidad espectral de energicaesfarifrada de Fourier
de la funcién de ambigtiedad temporal definida en (1.57).

Todas estas propiedades se encuentran enumeradas en el Cuadro 1.2
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Linealidad az(t) + By(t) <5 aX (jw) + BY (jw)
Convolucioén x(t) xy(t) AR X(jw)Y (jw)
Desplazamiento temporal x(t —to) AR e W X (jw)
Derivacion d2lt) I juX (jw)
Integracion JE o w(r)dr ¢ X2 4w X (j0)5(w)
Cambio de escala w(at) <5 X <%>
Dualidad X(jt) &5 2mz(~w)
TF . .
Producto z(t)y(t) < =X (jw) * Y (jw)
Modulacion otz (t) <L X (j(w — wp))
Derivacion en frecuencia —jtx(t) AN ‘”278“)
Simetria 2(—t) &5 X (—jw)
Conjugacion x*(t) AN X*(—jw)
Relacion de Parseval | [* z(t)y*(t)dt = 5= [70 X (jw)Y*(jw) dw
Teorema de Rayleigh L2 |z dt = 5= [0 | X (jw)|? dw

Cuadro 1.2.Propiedades de la Transformada de Fourier en tiempo cantinu

Transformada de Fourier de sefales periddicas

Un caso especial en la representacion espectral de las sefales enda@tipoo lo constitu-
yen las sefales periddicas. Salvo para el caso trivial de una sef@tdéente nula (que puede ser
considerada como periddica con el periodo que se desee), la aplidieidia de la ecuacion de ana-
lisis de la Transformada de Fourier, (1.89), sobre una sefial peridaicamo resultado una integral
divergente.

Para solventar este problema recurrimoBesarrollo en Serie de Fourier para sefiales en tiempo
continug que nos permite representar una sefial periédica como combinaciondmealusoides
complejas relacionadas arménicamente. A partir de aqui aplicamos la traadfosobre cada una de
las sinusoides y obtenemos la transformada que estabamos buscando.

El Desarrollo en Serie de Fourier de una sefia) periddica con period@' se define mediante el
siguiente par de ecuaciones

1

ar = — x(t) eI % gt (1.105)
T Ja)
z(t) = Z ag I 5Tt (1.106)

k=—o0
denominadas, respectivamengeuaciones de analisis y sintesis del Desarrollo en Serie de Fourier
para tiempo continud.os valoresz;, se denominamroeficiente del Desarrollo en Serie de Fousier
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son, en general, de naturaleza compleja.
Aplicando la Transformada de Fourier sobre (1.106) obtenemos

o oo
- it Iy o _ 2k 1.107
x(t) ZakeT <—>7rZak5w T (1.107)
k=—0c0 k=—o0
Representacion de sefiales y sistemas en el dominio de Fourier parat iempo continuo

La Transformada de Fourier de una sefial es, como hemos dicho antarier una funcion com-
pleja con una variable independiente real. Como tal funcién compleja podepresentarla en fun-
cion de sus partes real e imaginaria (coordenadas cartesianas) como

X(jw) = Re{X (jw)} + jIm{X (jw)} (1.108)
o en funcion de su modulo y fase (coordenadas polares) como
X (jw) = |X (jw)| /X0 (1.109)

De estas dos formas alternativas, generalmente se prefiere empleaesentgcion en modulo y
fase. Una de las razones para ello es que la representacion de lasaiidsistema lineal e invariante
en coordenadas polares toma la forma

Y (jw) = X (jw)H (jw) = | X (jw)| XU | H (jw)| eI H )
= | X (jw)| |H (jw)| /X +<HGL) (1.110)

lo que nos permite analizar separadamente los términos de médulo y fase

Y(jw)l = |X(jw)| [H(jw)| (1.111)
QY (jw) = <X(jw)+ <H(jw) (1.112)

Si intentamos realizar la misma descomposicion en partes real e imaginarianatdene

Re{Y(jo)} = Re{X(jw)} Re{H(jw)} — Im{X (jw)} Im{H(jw)}  (1.113)
Im{Y (jw)} = Re{X(jw)}Im{H(jw)} +Im{X(jw)} Re{H(jw)}  (1.114)

donde se mezclan la partes real e imaginaria de la sefial de entrada yreda fie transferencia del
sistema.

Otra de las razones que aconsejan el empleo de la representaciénspgler € cuadrado del
mdédulo de la transformada tiene una interpretacion directa como densidadrabge energia de la
sefal, como vimos al presentar el Teorema de Rayleigh, (1.104).

Al modulo de la Transformada de Fourier se le suele denonaisvacteristica de amplitude la
sefal (o del sistema, si se trata de una funcidn de transferencia)fase Jearacteristica de fase

Volviendo a (1.111) y (1.112), un sistema contribuye de forma multiplicativia earacteristi-
ca de amplitud de la sefal y aditivamente en la caracteristica de fase. Cameraalizando la
contribucién a la caracteristica de fase de un sistema lineal e invariante.

Cuando la caracteristica de fase de un sistema es de la forma

<H (jw) = —tow (1.115)
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siendoty una constante real, decimos que el sistema dagielineal La interpretacion en el dominio
natural del efecto que produce un sistema lineal e invariante de faskedinelara si escogemos una
caracteristica de amplitud comH# (jw)| = 1, porque la salida sergt) = z(t — tp), como vimos al
analizar la propiedad de desplazamiento temporal de la Transformadarier d.93).

La caracteristica de fase lineal es deseable en los sistemas que aparecancadena de trans-
mision, porque implica una “coherencia” temporal. Para medir las desviaaiespecto a la caracte-
ristica de fase lineal se emplearetardo de grupadefinido como

r(w) = - 42HU) 42{5‘7 w) (1.116)

Si un sistema es de fase lineal, su retardo de grupo es constante e igualsegin lo expuesto
anteriormente, podemos decir que la sefial tardgdagundos en “atravesar” el sistema. Si el retardo
de grupo no es constante podemos decir que cada componente fiakcdenena sefialX (jw,),
tardaria un tiempe (wg) en atravesar el sistema. Si la sefial de entrada al sistema fuese toa func
delta, que tiene concentrada toda su energia en el ingtante, al atravesar un sistema de retardo
de grupo no constante se dispersaria la energia porque cada cotedogmrencial tarda un tiempo
distinto en atravesarlo. Un ejemplo que puede ayudarnos a comprendérdacdia que puede tener
la variacion de la caracteristica de fase de una sefial es el siguiente.

Ejemplo 1.11
Sea un sistema cuyas caracteristicas de amplitud y fase son

. . —7m/2 w>0
H =1 <H = 1.117
H(w)| =1y <H(jw) {m T (1.117)
Si tenemos a la entrada del sistema la funcion deltg & §(¢)), a la salida tenemos
1
y(t) = h(t) = (1.118)

it
que pone de manifiesto los efectos que puede tener un siseefasadno lineal sobre la forma de onda de
una sefal.

Analicemos ahora la contribucion sobre la caracteristica de amplitud de unaigteal e inva-
riante. En primer lugar, seria conveniente expresar la contribucioisteis en forma aditiva (como
es la de de la fase) en lugar de multiplicativa, como esta expresada en (ParHllograrlo podemos
emplear logaritmos, que transforman sumas en productos. Tomando @&hhagan ambos lados de
(1.111) obtenemos

log |Y (juw)| = log | X (jw)| + log | H (juw)| (1.119)

Dentro de las medidas logaritmicas, la mas empleada kg, que, cuando se aplica a magni-
tudes adimensionales como la funcién de transferencia tiene como unidadidia rkelecibelio 6
dB. Aplicandola a (1.119) tenemos

201ogg |Y (jw)| = 20log;o [ X (jw)| + 201ogyo |H (jw)] (1.120)

y decimos que el sistema tiene una gananciddi a una frecuencia determinada si su caracteristica
de amplitud es igual &, o que tiene una ganancia €0 dB (o0 una atenuacion d&) dB) si su
caracteristica de amplitud es igud.a. Por ser adimensional, no podemos decir que la caracteristica
de amplitud es: dB a una frecuencia determinada, pero si que a esa frecuenciallasgd® mayor

0 menor que la caracteristica de amplitud a otra frecuencia.
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Antes de continuar con el analisis de la caracteristica de magnitud de los sidtesades e
invariantes conviene definir un tipo especial de sistemas que emplearemoseferencia. Son los
filtros ideales Si en la Pagina 25 nos hemos referido a los sistemas con limitacion de baieddry,
de ellos a los sistemas paso bajo, paso alto, paso banda y banda elimioagaledimimos urfiltro
paso bajacomo un sistema paso bajo cuya funcién de transferencia toma Unicameramlesiyy
1; es decir, la funcidn de transferencia toma la forma

1
H(jw) = [l < wo (1.121)
0 |w|>wo

y decimos quey, es la frecuencia de corte, 0 que el ancho de banda del filtvg.€slas frecuencias
|w| < woy se les denomina banda de paso y a las frecuehcjas w, banda eliminada. Los filtros
ideales paso alto, paso banda y banda eliminada se definen de la misma fameaocminacion de
idealesles viene tanto de su comportamiento (ganancia de 0 dB en la banda de gasoydB en
la banda atenuada) como de la imposibilidad de realizacion (su respuestaisioirap una funcion
no causal y de duracion ilimitada).

Los filtros que fisicamente podemos realizar se aproximan en mayor o meridaradaks ideales,
pero no existe una frecuencia a partir de la cual su caracteristica detudagga exactamente
(atenuacion dex dB), aunque si muy pequefia. Existen, sin embargo, diversos critpré$0s
permiten establecer una medida de ancho de banda, entendiendo queraia de una limitacion
estricta de la banda de paso del sistema. Los mas empleados son (comssdiis criterios para
filtros paso bajo, siendo su extension al resto de tipos inmediata):

Ancho de banda 3 dB. Toma como frecuencia de corte la frecuencia mas pequefa para la que el
cuadrado de la caracteristica de amplitud esta 3 dB por debajo de su valoran@ér este y en
el resto de criterios se emplean medidas de energia y, dado que la dexsgidanial de energia
de la salida es la de la entrada multiplicada por la caracteristica de amplitud eddmiaie!
sistema, todas las medidas estaran referidas al cuadrado de la cdieaziamplitud.

Ancho de banda 6 dB. Igual que el anterior, pero con una referencia de 6 dB.
Ancho de banda delp%. Toma como frecuencia de corte aquella en la que se cumple

J20, 1H (jw)[? du _p (1.122)
2 |H(jw)]?dw 100 '

—00

Valores tipicos de son90, 95 6 99.
Ancho de banda equivalente de ruido.La frecuencia de corte se define como

U H () de

1.123
i [ () 2 (1.123)

y representa el ancho de un filtro ideal con gananeia,, | H (jw)|? en la banda de paso cuya
energia de su respuesta al impulso fuese la del filtro que estamos ¢zaacker

Ancho de banda de primer nulo. Si la caracteristica de amplitud toma valgoara alguna frecuen-
cia, consideramasy como la mas pequefia (en valor absoluto) de estas frecuencias.
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20Iogw|H(ju))|

w

0.01 0.1 1 10 \K

0.01 0 01 1 10 100

Figura 1.6. Ejemplo de diagrama de Bode de un sistema.

Por ultimo, para representar graficamente las caracteristicas de amplitsgl gefaistemas con
respuesta impulsional real suelen emplearse los denominéaipsamas de Bodejue utilizan tam-
bién escala logaritmica para la frecuencia, de la forma en que se muestriiguréal.6. Esta re-
presentacién no es posible si el sistema tiene respuesta impulsional conoptgja,en ese caso, el
comportamiento en frecuencias positivas no define totalmente al sistema.

1.3.3. Transformada de Fourier para sefiales y sistemas enti  empo discreto

Si para sefales en tiempo continuo obteniamos la Transformada de Fom@eparticularizacion
de la Transformada de Laplace en= jw, la obtencién de |&ransformada de Fourier en tiempo
discreto6 Transformada de Fourier para secuensiasealiza particularizando la Transformada Z en
la circunferencia de radio unidad,= /. Concretamente, la Transformada de Fourier en tiempo
discreto de una sefia[n]| se define como

o)

= Z :L‘[TL] e_j‘*m (1.124)

—pJw
z=eJ n=-—o00

X (/%) = X(2)

y es una funcién compleja de la variable real
La transformada inversa (0 ecuacion de sintesis de la transformadafiesgearticularizando

(187) parar = 1,
" 27 21

Las transformadas de Fourier en tiempo continuo y tiempo discreto sonleladedos formas
distintas de la misma transformada; una de ellas para sefiales con variapknitidate continua y
la otra para sefiales con variable independiente dici@éala esta igualdad, nos limitaremos princi-
palmente en este apartado a ir sefialando las diferencias que existamdrasarmnsformadas.

La primera de ellas es la periodicidad de la Transformada de Fourier en tidisgeto. Las
expresiones’«“o™ y ¢J (w0 +27k)n conk un ndmero entero cualquiera son, como discutimos en la Pagina

X (7)™ duw (1.125)

4Esto no sucede con las transformadas de las que derivan cada eitesdeaplace y Z, que squer setransformadas
distintas.
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9, expresiones distintas de la misma secuenciay, por tanto, el valor desfatnaada a una frecuencia
wo sera igual al de la frecuencig + 27k. Esto implica que la Transformada de Fourier de cualquier
secuencia sesiempreuna funcidn periédica de periodear.

Se dice que existe la Transformada de Fourier de una sgfjadi el sumatorio (1.124) es conver-
gente para todo valor de. Al igual que en tiempo continuo, no existe ninguna condicién necesaria
y suficiente que garantice su existencia aunque si encontramos muoHesar®s suficientes como,
por ejemplo, que la sefial sea de energia finita o que sea absolutamentée s&maiempo discre-
to también vamos a permitir la existencia de funciones delta en el dominio trandfognaalvo
indicaciéon en contrario, cuando hablemos de Transformada de Fostaeemos refiriéndonos a la
Transformada de Fourier Generalizada.

En el Cuadro 1.3 podemos encontrar las transformadas de algunané&melementales. Po-
demos comprobar que todas las transformadas que aparecen enrelsaraflinciones periédicas
de periodo27. Notese también como cambia el sentido de “frecuencias altas” de tiempo ©ontinu
a tiempo discreto, porque en este Ultimo caso una frecuénces equivalente a frecuendiay la
frecuencia “mas alta” que tenemos en tiempo discreta Esmas rapido que podemos hacer cambiar
la amplitud de una secuencia consiste en alternar su signo de muestra a.muestra

S[n] <55 1
_— 145 o ZéwaWk)
o[n — ng| «— e 7m0 k=—00
. = —2 wen =
a sindan] AN Z I1 (w7rk> edwon Ly on Z d(w — wo — 27k)
0<a<1 it 2am JA—
TF 1
u[n}<—>1_ +W;5w—2ﬁk)
1
a"u[n] A —
lal<1 1 — ael¥
TF 1
(n 4+ 1)a"u[n] :
la]<1 (1 - ae]w)Q
2 2
Z(Sn—kN il Zé(w— ﬂ)
k=—00 k— oo
2
Z akejk 2m/N)n 22 o Z a0 (w — k]\7;>
ne(N) k=—o00

Cuadro 1.3.Pares transformados basicos.

Por lo demas, las definiciones realizadas sobre limitacién de banda patessgfsistemas en
tiempo continuo y las discusiones sobre la forma mas adecuada de régres@ales y sistemas en
el dominio transformado, siguen siendo validas para tiempo discreto.
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Propiedades de la Transformada de Fourier en tiempo discreto

Antes de entrar a detallar las propiedades de la Transformada de Foutiempo discreto, con-
viene recordar las propiedades que existian para tiempo continuo y tenexdsa tiempo discreto y
las nuevas propiedades que aparecen en tiempo discreto.

La propiedad mas importante que se “pierde” es la propiedad de dualigagiepahora la na-
turaleza de la variable independiente en el dominio natural es discretagménial transformado,
continua. Ademas de esta, las propiedades de derivacién e integragisassituidas por sus equiva-
lentes en tiempo discreto: diferenciacion y acumulacion. La propiedadneicae escala también
desaparece como tal porgue una operacion de escalado en tiempmdlisede implicar hasta cuatro
operaciones: muestreo, supresion de ceros, reinsercion de geamgtruccion de valores. La razén
es que los procesos de escalado de la variable independiente en tiemgio displican, ademas del
propio escalado, pérdida o necesidad de informacién. De estas cpateziones, dos seran tratadas
aqui como propiedades (insercion y supresion de ceros), y las osdmdestreo y reconstruccion)
merecen una atencion especifica y seran tratadas en el Apartado 1.4.

Veamos ahora las restantes, comentando Unicamente sus diferencéasoresgus equivalentes
en tiempo continuo. Para evitar su continua repeticion, en cada una depésdades emplearemos
la siguiente notacion

zln] &5 X(e)
yln] <5 ()
Linealidad.
azx[n] + By[n] AN aX(e¥) + BY (&%) (1.126)
Propiedad de convolucién.
x[n] * y[n] 5 X (7)Y (%) (1.127)
Desplazamiento temporal.
x[n — no| AN e IWn X (eI¥) (1.128)

Observe como el términe—/“m que multiplica aX (e’“) es una funcién periddica de periode
(aunque su periodo fundamental2es/ny) por serny un nimero entero.

Diferenciacion.

z[n] — zfn — 1] €5 (1 — e79%) X (*) (1.129)

Esta propiedad se demuestra a partir de las de desplazamiento temporal ydihealid

Acumulacion.
Z x[n] +— — + X (e!") Z d(w — 27k) (1.130)
k=—o00 1—em k=—00
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Insercion de ceros. Si a partir de la secuencign] generamos otra secuenaigy, [n]| insertando
L — 1 ceros entre dos valores dé»] de la forma

vouln] = 3 alkloln — kL] = {g 7] :Z ; 2 (1.131)

k=—o00

dondeL indica mltiplo entero dé, se cumple que
zor[n] ¢ X (ef*L) (1.132)

Comparando esta propiedad con la de escalado de la Transformadariée para sefiales en tiempo
continuo, vemos que el sentido es el mismo en el caso en que el factarad@sesea igual a /L:
una expansion del eje temporal. El Unico término que ha desaparecitléae®el /|a|, porque en
tiempo discreto no ha variado la energia de la secuencia al insertar leslcedemostracion de esta
propiedad se realiza aplicando la ecuacion de analisis de la transforrflad3%).

Supresion de ceros. Si a partir de la secuencig,[n] que cumple
zor[n) =0 Vn#L (2.133)
y cuya Transformada de Fourier &3, (e’“) generamos otra secuenaifn] = zoz[nL], se cumple

gue
z[n] <5 Xop (/%) (1.134)

Es la propiedad contraria a la anterior y supone una compresion del ejersdmp

Producto.

zlnlyln] <5 Lx (/) ® Y (e¥) = L X (&Y (2“9 do (1.135)
2T 21 2 (2m)

La operacion denotada conm y definida en esta ecuacion se denondgoavolucion periddicale

2
periodo27, cuya Unica diferencia con la convolucion no periddica vista hasta alsakintervalo de
integracion. Podemos comprobar que si intentamos realizar una convohacygeridédica entre dos
sefiales periddicas, en general, la integral diverge.

Modulacion.
/0" [n] &E, X (el (wmwo)y (1.136)
Derivacion en frecuencia. '
X(el¥
—jnaln] &5 dX(e™) (1.137)
dw
Simetria.
z[-n] &5 X (e9) (1.138)

Comunicaciones digitalesA. Artés Rodriguez, F. Pérez Gonzalez, J. Cid Sueiro, R. LépeakécC. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz;. DERECHOS RESERVADOS



1.3 REPRESENTACION DE SENALES Y SISTEMAS MEDIANTE TRANSFORMADAS 37

Conjugacion.
2*[n] &5 X+ (%) (1.139)

Las discusiones sobre existencia de simetrias realizadas en el caso encigripuo para esta pro-
piedad y la anterior siguen siendo validas para tiempo discreto.

Conservacion del producto escalar o Relacion de Parseval.

S alnly[) = % X () (1.140)

Conservacion de la energia o Teorema de Rayleigh.

oo

> el = o /(2 G (1.141)

El médulo al cuadrado de la Transformada de Fourier, también en tiempetdisadmite la interpre-
tacion como densidad espectral de energia.

Todas estas propiedades se encuentran enumeradas en el Cuadro 1.4

Linealidad az[n] + By[n] €5 aX () + BY (e/)
Convolucion z[n] * y[n] <5 X (e79)Y (e/)
Desplazamiento temporal 2[n — no| €55 e=dmo X (1)
Diferenciacion z[n] — zfn — 1] €5 (1 — e=9%) X (%)
Acumulacién e an] E5 X L a X (i) 6w — 2k)
Insercion de ceros zorln] = 20 a[k]d[n — kL] <5 X (edwL)
Supresion de ceros z[n] = mor[nL] <5 Xop,(e7/L)
Producto z[nlyln] &5 L X (i) ® V()
Modulacion ey [n] <5 X (eiw—w0))
Derivacion en frecuencia —jnx[n] AN dXd(jjw)
Simetria z[-n] &5 X (ew)
Conjugacion 2*[n] <5 X+ (eI
Relacion de Parseval >t oo MY 0] = 5z [igm X (7)Y (/) dw
Teorema de Rayleigh S o lzn]? =k (2m) | X (/) duw

Cuadro 1.4.Propiedades de la Transformada de Fourier en tiempo discret
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Transformada de Fourier de secuencias periddicas

Para calcular la Transformada de Fourier de secuencias peridditazdevia divergencia de la
ecuacion de analisis recurrimos@ésarrollo en Serie de Fourier para secuenejas nos permite
representar una sefial periédica como una combinacion lineal de unmfinir de de sinusoides
complejas relacionadas arménicamente. A partir de aqui aplicamos la traadfosobre cada una de
las sinusoides y obtenemos la transformada de la secuencia.

El Desarrollo en Serie de Fourier de una sefial periddica con perioddv se define mediante
el siguiente par de ecuaciones

ap = % Z z[n] L (1.142)
ne(N)
z[n] = Z ay, SRR (1.143)
ke(N)

denominadas, respectivamente, ecuaciones de analisis y sintesis aebllesn Serie de Fourier
para secuencias. Al igual que sucede con la transformada del mismoeydostdesarrollos en serie
de Fourier para tiempo continuo y tiempo discreto son dos formulaciones dabndissarrollo en
serie. Al igual que la Transformada de Fourier para sefiales en tiengoetdidos coeficientas; del
Desarrollo en Serie de Fourier para secuencias son periédicoggeperiodicidadV.

Aplicando la Transformada de Fourier sobre (1.143) obtenemos

k=—o0

z[n] = Z gtk @T/N)n LE oo Z and(w — k%r) (1.144)
ne(N)

1.3.4. Transformada Z para sistemas lineales e invariantes

La Transformada Z, definida mediante sus ecuaciones de andlisis, (1s86desis, (1.87), (que
reproducimos nuevamente por comodidad)

X(z) = Z x[n]z™" (1.86)
1 .
x[n] = I X(2) 2" tdz (1.87)

es (til sobre todo para el estudio de sistemas lineales e invariantes. Aptasatea analizar la carac-
terizacion de estos sistemas, vamos a examinar un concepto de vital impoetateitransformada
Z: laregion de convergencidRegion Of ConvergenteROC).

A diferencia de la Transformada de Fourier, la Transformada Z existgpsi pero, en general,
no sobre todo el plano complejo Definimos la regidn de convergencia como el conjunto de todos
los valores de: (region del plano:) para los que el sumatorio de la ecuacién de andlisis, (1.86), es
convergente. Los valores depara los qué ;> z[n]z~™ = oo se denominapolosde X (z). La
ROC cumple las siguientes propiedades:

Propiedad 1. La ROC es un anillo en el plancentrado en el origen.

SEstrictamente es siempre que su crecimiento o decrecimiento sea, corho,reMponencial. Todas las sefiales de
interés en comunicaciones cumplen esta propiedad.
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Propiedad 2. La Transformada de Fourier de una secuefidiaxiste sila ROC incluye la circunfe-
rencia de radio unitario.

Propiedad 3. Por definicién, la ROC no contiene ningun pol& de).

Propiedad 4. Si:[n] es una secuencia de duracion finita, la ROC es todo el plavom la posible
excepcion de = 0 y/o z = oo.

Propiedad 5. Sic[n] es unasecuencia de lado dereckon] = 0 Vn < N; < oo) la ROC es la
regién exterior a una circunferencia, tal y como se muestra en las Figua3y 1.7(b)
(la ROC es el area sombreada). El punte- oo puede o no pertenecer a la ROC. La
Transformada de Fourier existe en un caso como el mostrado en la Fig(apdorque
la ROC incluye la circunferencia unidad y no existe en un caso como el mosraa
Figura 1.7(b).

Planoz Planoz

Planoz Planoz

Figura 1.7. Ejemplos de ROC: exterior a una circunferencia incluyeaddrcunferencia unidad (a),
exterior a una circunferencia sin incluir la circunferengnidad (b), interior a una circunferencia (c),
y anular (d).

Propiedad 6. Si[n| es unasecuencia de lado izquierdo[n] = 0 Vn > N; > —o0) la ROC es la
region interior a una circunferencia, tal y como se muestra en la Figu@.1Ef punto
z = 0 puede o no pertenecer a la ROC.
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Propiedad 7. Si[n] es una secuencia que se extiende desstea co sin anularse (secuencia inde-
finida que no es ni de lado derecho ni de lado izquierdo) la ROC es gite ranular
acotada por dos circunferencias, tal y como se muestra en la Figura 1.7(d

Propiedad 8. La ROC es una regién conexa (no puede estar compaegEmplo, por dos anillos).

A modo de resumen, podemos decir que la ROC es una regién anular gootdamacircunferen-
cias en que se sitdan los polosXéz).

El Cuadro 1.5 muestra la Transformada Z de algunas funciones elemedtaiégx|n] AN
X (z) denota queX (z) es la Transformada Z de la secuendja]. Observe como una Unica expresion
analitica deX (z) puede corresponder con secuencias distintas, dependiendo de uR@§-0jamos
0, visto de otra forma, como secuencias distintas pueden dar la misma ex@reasiilica deX (=),
pero en ROC distintas. Este hecho nos da a entender que para esplecifieasformada Z de una

Par transformado ROC
d[n] Zs Todo el plano:
d[n — no] 2y ymo Todo el planoz exceptoz = 0 si
ng>00z=o00Sinyg <0
7 1
u[n](—)l_z_l 1 |z| > 1
Z
—u[—n — 1] +— T |z] <1
a"uln] Z 1 a1 2| > |al
Z
7Clnu[*n — 1] < W |Z| < |CL|
az—
na"un) A= 1)2 |z| > |al
-1
A az
—a"u[—n — 1] (1= a:1)2 |z| < al
; Z
Jwon
el y[n] T g1 |z| > 1

Cuadro 1.5.Pares transformados basicos.

secuencia no es suficiente con especificar la expresion analitica desfannaada, sino también su
ROC.

El Cuadro 1.6 muestra las propiedades mas importantes de la Transforntaaa@ empleamos
la notacion

z[n] <% X(z) ROC=R,

y[n] AN Y(z2) ROC=R,

Observe como muchas de las operaciones que expresan las progiedaltievan un cambio de la
ROC.

Podemos comprobar cédmo todas estas propiedades de la Transforneadalidcen a sus corres-
pondientes propiedades de la Transformada de Fourier para sesugni@acemos = /v,

Comunicaciones digitalesA. Artés Rodriguez, F. Pérez Gonzalez, J. Cid Sueiro, R. LépeakicC. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz;. DERECHOS RESERVADOS



1.3 REPRESENTACION DE SENALES Y SISTEMAS MEDIANTE TRANSFORMADAS

41

Propiedad Definicion ROC
Linealidad azx(n] + By[n] JEAN aX(z) + Y (2) Almenos,R, N R,
Convolucién x[n] * y[n] AN X(2)Y(2) Almenos,R, N R,

Desplazamiento

x[n — ng] AN 27" X (2)

R,, con la posible

temporal adicion o sustrac;
cion dez = 00
zZ =00
o0
Insercion de ceros zo[n] = Y a[k]d[n — kL] & X (5 | RYE
k=—o00
Supresion de ceros 2[n] = zor[nL] <2 Xor(2/F) RE
Multiplicacion por 2o"zln] <2 X (2/20) 20| Ra
una exponencial
compleja
Derivacion nan] <2 —zdigz(z) R,
Simetria z[-n] <25 X(1/2) 1/R,
Conjugacion z*[n] & X*(z%) R,

Teorema del valor| Siz[n] =0 Vn <0,z[0] = lim X(z)

inicial e

Teorema del valor
final

Si lim z[n] es finito, su valor es
n—oo

lim z[n] = lim (1 — 271) X (2)

n—00 z—1

Cuadro 1.6.Propiedades de la Transformada Z.

Propiedades de la funcién de transferencia

En la Pagina 19 analizamos cuatro propiedades que podian 0 no cumplinémsasidineales
atendiendo a las caracteristicas de la respuesta al impulso. Veamos ahomglizaciones de estas
propiedades sobre la funcién de transferencia en el dominio

Memoria. Un sistema lineal e invariante (en lo sucesivo, al referirnos genéricaraam sistema,
supondremos que cumple las propiedades de linealidad e invarianza) simianéeme una funcion
de transferencia

H(z)=K (1.145)

dondeK es una constante, en general complejay su ROC es todo elplaaa@emostracion de esta
propiedad se obtiene tomando la Transformada Z de (1.74).

Causalidad. En un sistema causal, la ROC de su funcién de transferencia sera la estgdior
de una circunferencia incluyendo= oo, porque un sistema es causal si y so0lo si su respuesta al
impulsoh[n] cumplehin] = 0, Vn < 0. El radio de esta circunferencia sera el médulo del polo de
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H(z) més alejado del origen pues, como hemos mencionado anteriormente, la fR@Catada por
las circunferencias en que se sitdan los poloXde).

De manera analoga, la ROC de la funcion de transferencia de un sistenaaisaitsera la region
interior a una circunferencia incluyendc= 0. El radio de esta circunferencia sera el médulo del polo
de H(z) mas cercano al origen.

Invertibilidad.  Si un sistema es invertible, la funcién de transferencia de su sistema iseeéso

B = 0

(1.146)

como podemos comprobar sin mas que tomar la transformada de (1.77). Lalerastate, que poda-
mos obtenef;(z) no significa que un sistema sea invertible: si, para alguna frecuenscumple
que H(e/w0) = 0 (denominadogeros de transmisigntodo el contenido de la sefal de entrada al
sistema en esa frecuencia se pierde a su salida, y es imposible de relzupeiial original.

Estabilidad. Un sistema es estable BIBO siy s6lo sila ROC de su funcion de transiemtiene
la circunferencia unidad. La convergencia de la ecuacion de analikisTdensformada Z, (1.86), en
la circunferencia unidad se cumple siy sélo si

Z |z[n]z""| < 0o (1.147)
n=—oo z=elw
de donde, operando, llegamos a
> lafple ¥ = > |zn)| < oo (1.148)

gue es exactamente la condicion de estabilidad BIBO para sistemas linealasantes, (1.78).

A continuacion haremos uso de estas propiedades en una familia coremstethas lineales e
invariantes.

Sistemas definidos por ecuaciones en diferencias con coeficientes ¢ onstantes

Un caso particular de sistemas ampliamente utilizados son aquellos cuya relatt@antrada y
salida queda definida por una ecuacién en diferencias con coefictemssntes, porque su funcion
de transferencia en el dominiova a ser una funcién racional. En este apartado vamos a caracterizar
la funcion de transferencia de estos sistéinas

En un caso general, la ecuacion en diferencias que define el sistema tfommada

N

M
aryln — k] = Z brx[n — k| (1.149)
k=0 k=0

dondex[n] e y[n] son, respectivamente, la entrada y la salida del sistema. Para asedjneslidad
e invarianza temporal del sistema es suficiente imponer adicionalmente caediaiiciales nulas,

SPara no repetir continuamente el término “sistemas definidos por eneacin diferencias con coeficientes constantes”,
cuando en este apartado nos refiramos genéricamente a “sistestai€mms hablando de este tipo particular de sistemas.
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(x[—o0] = y[—o0] = 0), lo que nos garantiza, ademas, la causalidad del sistema. Alternativamente
podemos imponer condiciones finales nulagx{] = y[cc] = 0), lo que también nos garantiza linea-
lidad e invarianza a costa de la anticausalidad del sistema. Hablamos delizeci@n del sistema
como lineal, invariante y causal o, simplementglizacion causade (1.149) si imponemos condi-
ciones iniciales nulas, y hablamos de wealizacion anticausale (1.149) siimponemos condiciones
finales nulas.

Para calcular la funcién de transferencia del sistema, calculamos ladraada Z de ambos
lados de (1.149), teniendo en cuenta que

zln] <2 X(2) (1.150)
yln] <% Y(2) (1.151)

aplicando sucesivamente las propiedades de desplazamiento temporaligdohde la Transformada
Z obtenemos

M M
Sbprln— k] < Y bz hX(2) (1.152)
k=0 k=0
N N
Z agy[n — k AN Z arz FY (2) (1.153)
k=0 k=0
y de aqui, finalmente
N M
> ara Y (2) =) b X (2) (1.154)
k=0 k=0
de donde obtenemos la funcién de transferencia como
M
Zbkz k
H(z) = &) _ k=0 (1.155)

N
g akz*k
k=0

La funcion de transferencid/ (z), toma la forma de un cociente de polinomioszemonde los
coeficientes de la entrada y sus versiones retrasadas en la ecuaeiénail (1.149)p,, son los
coeficientes del polinomio del numerador Hé~) y los coeficientes de la salida y sus versiones
retrasadas en la ecuacion diferencial (1.149) son los coeficientes del polinomio del denominador
de H(z). Este hecho nos permite calcular la funcion de transferencia de este ssteggas de forma
directa sin mas que identificar dichos coeficientes. Las funciones que tarftama de cociente de
polinomios, comadH (z) en (1.155), se denominduanciones racionales

Sin embargo, aunque la obtencion de la expresion de la funcion de teanséese realice de forma
automatica empleando los coeficientgsy by, el cociente de polinomios no permite un analisis facil
del comportamiento del sistema. Para realizar este analisis debemos dassoogoa uno de estos
polinomios a partir de sus raices, como

M
Z ka_k (1 — dkz_l)
H(z) =2 - bokr (1.156)

N ao
Zakz_k (1—cpzh)
k=0
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dondecy, y di, son las raices de los polinomios del denominador y numerador, respeatita Estas
constantes son los cerag. ] y polos ¢x) de la funcién de transferencia del sistema en el dominio
Es necesario recordar que, en general, las constantgs ci y dr son nUmeros complejos, pero aun
en el caso en que los coeficientes de la ecuacion en diferengyds, sean constantes reales (sistema
real), las raices;, y d; pueden tomar valores complejos.

Una conclusion importante que podemos extraer de (1.156) es que larfudecitbansferencia
queda, a excepcion de una ganargiéz,, univocamente determinada por la ubicacion de sus polos
y ceros. Estos polos y ceros pueden representarse en lo que se conw urdiagrama de polos y
ceros tal y como se muestra en la Figura 1.8.

Planoz

oX

oX

Figura 1.8. Ejemplo de diagrama de polos y ceros.

Sobre el diagrama de polos y ceros podemos determinar rapidamenteesiilzaciones causal o
anticausal del sistema son estables 0 no. Si optamos por la realizaciéh (causliciones iniciales
nulas) del sistema, tenemos que su ROC (como la de todo sistema causal)ginl@xeerior a la
circunferencia que contiene al polo de mayor magnitud; esto es

|z| > mlgix|ck| (1.157)

Como la condicion para que un sistema lineal e invariante sea estable es D€ leoRtenga la
circunferencia de radio unidad, para que esto suceda, todos losqolbsben estar dentro del circulo
de radio unidad. La realizacion causal del ejemplo de la Figura 1.8 sesporrde con un sistema
inestable.

Si optamos por la realizacién anticausal (condiciones finales nulasisteha, tenemos que su
ROC (como la de todo sistema anticausal) es la regién interior a la circuntecgreccontiene al polo
de menor magnitud; esto es

|z| < mkl'n]ck| (1.158)

En este caso, la estabilidad de la realizacion queda garantizada si togofoks;., estan fuera del
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circulo de radio unidad. La realizacion causal del ejemplo de la Figuraelc8rsesponde con un
sistema inestable.

Afortunadamente, salvo que existan polos sobre la circunferencia yisiolas capaces de en-
contrar una realizacion estable del sistema descomponigitdpcomo la combinacion de dos siste-
mas

H(z) = He.(2)Hq(2) (1.159)

admitiendo el primero de ellog/.(z), una realizacion causal estable y el segurdg(z), una rea-
lizacion anticausal establél.(z) debe contener todos los polos de modulo menor que la unidad y
H,(z) los polos de moédulo mayor que la unidad. Los ceros del sistema podematriepantre
H.(z)y H,(z) como mejor nos parezca. En el ejemplo de la FiguraA 8;) contendria los polos

c1, c2 Y ¢s, Y Hy(z) contendria los poloss, ¢4 Y cs.

Sobre el diagrama de polos y ceros también podemos determinar rapidanensestema tiene
inverso y, caso de tenerlo, su funcion de transferencia. Si el sisteseg [nverso, este, de acuerdo
con (1.146), es

N
[[a—-a=
Hs) = =G0kt (1.160)
’ H(Z) bo M .
[Ja—dez™)
k=1

cuyo diagrama de polos y ceros es elHéz) intercambiando polos por ceros. Para que exista el
sistema inverso debe existir la inversa/de] respecto a la convolucion,[n] tal queh;[n| * h[n] =

§[n] y, para que esto suceda, la ROC Héz)H;(z) debe contener la circunferencia unidaBsto
quiere decir que siempre qué(z) no contenga ni polos ni ceros sobre la circunferencia unidad
seremos capaces de encontrar realizaciones (causales y/o ant&)apaedd? (z) y H;(z) de tal
manera que uno sea el sistema inverso del otro.

Un tipo de sistemas de gran interés en comunicaciones es el que admite lina@iceacausal
estable con inversa también causal y estable. Para que esto suceslig@iddos y ceros de la funcién
de transferencia deben estar dentro de la circunferencia unidadipestie sistemas se conocen con
el nombre desistemas de fase minimlas denotaremos com@pmin(z), y volveremos sobre ellos mas
adelante.

Analicemos ahora las caracteristicas de amplitud y fase de la funcién dietearcsa, (1.156),

"Esta condicion se da siempre que la interseccién de las ROT(dey H (z) sea no nula, ya que entonces podemos
encontrar realizaciones de las respuestas al impulso de ambos sigtaimaalizar la convolucion entre ellas se produce la
cancelacion de polos con ceros y una ROC géfa) H;(z) que es todo el plano complejo.
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descomponiendo cada término en la misma en forma polar

M
H 11— dszl‘ejki(lfdkz*l)

|H (2)]ed HE) Z(; J(2) k]:Vl
H ’1 _ Ckz—llejq(l—cszl)
k=1
M M
. kl:Il’l —dkz_1] j<([,70> kl;[lej<(1—dkzl)
= ol N 1 . e’ \ao) = e (1.161)
kl;Il 11— ¢z H e

k

Il
—

de donde, haciendo= ¢/, podemos identificar las caracteristicas de amplitud y fase de la respuesta
en frecuencia como

[H ()] =

M N
(H 11— dkej“’|) (H 11— ckej“]1> (1.162)
k=1 k=1

. b M . N .
qH(¥) = <« <°> +) Al —dpe ) = > a(l - epe ) (1.163)
k

a
0 k=1 —1

bo
aop

Finalmente, expresamos la caracteristica de amplitud de la respuesta endiac(l.162), en dB

M N
. b A _
20logy |H(e7*)| = 201ogy, a—o + ) 20logyg |1 — dre | = > 20logio |1 — cre 7| (1.164)

k=1 k=1

De este andlisis podemos obtener dos conclusiones:

1. Las caracteristicas de amplitud y fase de la funcién de transfererasiiepulescomponerse
como la suma de caracteristicas de amplitud y fase de sistemas de offler) &=((1 —az~!)

60H(z)=(1—az"H™).
De hecho, podemos emplear (1.156) para descomponer el sistemd gemayaina conexion
en serie de sistemas de orden

b (13 ) (B 1
H(z) = @0 <H(1—dkz )) (H(l—ckz—l))

k=1 k=1
b M N
= = [[Ha() [] Ha(2) (1.165)
0 k=1 k=1
en el dominio temporal,
hln] = ZZ hai[n] = -« x hgpr[n] * he[n] % - - - % hen[n] (1.166)

y que podemos ver de manera grafica en la Figura 1.9.
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x(1) Hi(z) W)
—> E—
h[n]

xX

X(t) H,(2) H,(2) H,(z) H,\(2) y(t)
R

N >
% hyln] hydn] h[n] hln]
b/a,

Figura 1.9. Descomposicién de un sistema genérico como conexién endeegistemas de orden 1.

}
\4
\4

2. La unica diferencia entre los polinomios de orden 1 del numeradars(derf/ (z)) y los del
denominador (polos d€ (z)), es que contribuyen aditiva o sustractivamente a las caracteristicas
de amplitud y fase del sistema.

A la vista de todo lo anterior, bastara con caracterizar el comportamientosistema de orden
1 para poder analizar las caracteristicas de un sistema genérico, jasasoeson sino la suma de las
caracteristicas de sistemas de orden 1.

En otras palabras, bastara con analizar el comportamiento de un sisterha inveaiante carac-
terizado por la ecuacién diferencial

y[n] — ay[n — 1] = x[n] (1.167)

0, alternativamente
y[n| = z[n] — ax[n — 1] (1.168)

para poder analizar un sistema genérico. Escogeremos (1.167)ucuyanfde transferencia resulta

ser
1

Hz)=—— 1.169
con un polo err = a 'y un cero erx = 0. Existen dos posibles ROC; una de ellas es la region exterior
a la circunferencia de radia|, mostrada en la Figura 1.10(a), que conduce a una realizacion causal

del sistema con una respuesta al impulso (ver Cuadro 1.5)
hin] = a"u[n] (1.170)

La otra posible ROC es la region interior a la circunferencia de radjamostrada en la Figura
1.10(b), que conduce a unarealizacién anticausal del sistema cozspn@sta al impulso (ver Cuadro
1.5)

hin] = —a"u[—n — 1] (1.1712)

Dependiendo del valor que tomé, una (a| # 1) o las dos [a| = 1) realizaciones pueden dar lugar
a sistemas inestables.
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Planoz Planoz

(@) (b)

Figura 1.10.Posibles ROC para un sistema de orden 1: realizacion ca)satdalizacién anticausal (b).

Para la realizacion estable (si la hubiese), su caracteristica de ampliexgpesanda en forma
polar comau = re??,

20logyo [H(e™)| = 20logyg |1 — redfe |
—20logg |1 — rejge—jw|

= —10log;o(1 + 7% — 2r cos(w — 0)) (1.172)

Su caracteristica de fase es

rsen(w — )

<H() = q(1 — ref?e %)™t = —«(1 — re/?e %) = — arctan (

> (1.173)

1 —rcos(w—0)

Y su retardo de grupo
2

recos(w—0) —r

T(w) =
1+ 72— 2rcos(w — 0)
que estan representados en la Figura 1.11 para un valor genédgop\@gios valores de menores

que 1. Para determinar la respuesta de un sistema con un orden genérico smdaye sumar
caracteristicas como las mostradas en esta figura.

(1.174)

Un tipo de sistema de gran importancia es el denomipago todpque denotamos comd (=)
y que, en su forma mas simple, tiene una funcion de transferencia

2’71 —a*
Hay(z) = P (1.175)

que posee una caracteristica de amplitud constante

eIv _ g* 11— a*el”|

JWV| — — |eiw
|H ()| = = ‘e ‘ T —aca| ~ 1 (1.176)

_ q*elw
_ | —jw 1 —a*e
1—aqe v 1—ae v

que es la que le da el nombre. Un sistema paso todo compensa la influenoidodeha sobre la
caracteristica de amplitud con un cerolgia*. Podemos construir sistemas paso todo del orden que
deseemos sin mas que combinar sistemas de ardemo (1.175).
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20log, JH(E™)|

-Tt -T72 0 2 T
e e = e — o SRR SERREEEEEE S . W
cN-7
— r=0.9 —41
- - 1=0.75 -61
- =05
r=0.25 -8y

Figura 1.11.Caracteristica de amplitud, caracteristica de fase ydew@e grupo de un sistema de orden 1.

Si combinamos un sistema paso todo con un sistema de fase minima podemantapresl-
quier sistema con funcién de transferencia racional de la forma

H(z) = Hpmin(z)Han(2) (1.177)

Para demostrar que cualquier sistema de estas caracteristicas puesepdescse de esta forma
pensemaos en un sistema que tiene todos sus polos y ceros dentro de f@i@raia unidad excepto

un polo que esta fuera, en una posicios= a. Ese polo que esta fuera de la circunferencia unidad
se asigna al sistema paso todo de la forma (1.175), que a su vez germera @emz = 1/a*. Para
anular la influencia de este cero, el sistema de fase minima coloca un pole éria*. Sia estaba
fuera de la circunferencia unidatl,a* estard dentro. Visto de otra forma, por cada polo que aparece
fuera de la circunferencia unidad en una posiciéa a, multiplicamos y dividimos pofz~! — a*) la
funcion de transferencia, lo que no la deja inalterdda! — a*) junto con el polo en = a se asigna

al sistema paso todo(¢ ! — a*)~! al sistema de fase minima.

Esta descomposicidn nos permite, en sistemas que no admitan un inver$y estedale, realizar
una compensacion de la caracteristica de amplitud, que resulta de inteeésreminhdas aplicaciones
como la siguiente. Imaginemos que enviamos una sefial por un canal deicaciaures, y a la salida
nos llega la sefial distorsionada por un sistéfita) que no es de fase minima. Si queremos recuperar
la sefial que se envidé debemos encontrar el sistema inverso pero, gsogeeimposible, podemos al
menos compensar la caracteristica de amplitud que introduce el canal@ingesiemos? (z) de la
forma (1.177) y, en lugar del sistema inverso empleamﬁﬁm(z))‘l. En ese caso, la combinacion
de H(z) con(Hpmin(z)) " da como resultado

H(z) _ Hmin(2)Han(2)
Hpmin(z) Himin()

= Hai(2) (2.178)
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Que, si bien no es la identidad, al menos es un sistema paso todo.

Como vemos, los sistemas de fase minima son de gran interés en comunicac@omEsa\énun-
ciar algunas propiedades adicionales a las ya mencionadas.

De entre todos los posibles sistemas que tienen una caracteristica de apap(itltd | determi-
nada, existe uno que es de fase minifa;,(z), ya que podemos afiadirle todos los sistemas paso
todo que deseemos sin cambjili(e’*)|. Un sistema de fase minima, en comparacion con el resto de
sistemas, cumple que:

= Su retardo de grupo es el mas pequefio para cualquier frecuencia.

= Su caracteristica de fase contingd/ min(¢’“), es la de menor variacion, ya que es el de menor
retardo de grupo para cualquier frecuencia. EI nombre de sistemaamfaima proviene de
esta propiedad.

= Es el sistema que introduce una menor dispersién de energia (0 una raagentracion de
energia). Concretamente, esta propiedad se expresa como

n

> [hminlK][* > f: |hK]|> ¥Yn >0 (1.179)
k=0 k=0

1.3.5. Transformada Discreta de Fourier

Ninguna de las transformadas vistas hasta ahora puede aplicarseedialndesla que no dispon-
gamos su expresion analitica porque, en primer lugar, necesitamos icehgator de la sefial en
todos los instantes temporales desde hasta—oo y, en segundo lugar, porque aungque conozcamaos
y tengamos la capacidad suficiente para guardar en algun sitio el valosefealeen todos sus instan-
tes temporales, es necesario calcular el valor de la transformada emenoniafinito de valores de
frecuencia.

Existe un caso en que la limitacién no viene por la primera de las razones na&sQI$ino
por la segunda. Se trata de las secuencias de longitud finita; secuendgasqlie conocemos que
su valor es cero fuera de intervalo de duracion finita que supondraimgsgrdida de generalidad,
que es0 < n < N. Para determinar esta secuencia necesitamos conocer Unicafeateres,

z[0],...,2[N — 1], pero para determinar su Transformada de Foukigr(¢’~'), es necesario aplicar
la formula
Xn(e??) = Z x[n]e 7" = Z x[n] e 7" (1.180)
n=-—00 n=0

para cada valor de entre0Q y 27; es decir, para infinitos valores de frecuencia. Afortunadamente, en
este caso el calculo de la transformada para un Unico valor de frégsencealiza con un nimero
finito de operaciones\ multiplicaciones yN — 1 sumas, concretamente).

Ahora bien, para sefales en tiempo continuo demostramos que no erarizgleesransformada
de Laplace para representar univocamente la sefial en el dominio tmaadéo sino que bastaba con
emplearw en lugar des = o + jw como Unica variable independiente (la Transformada de Fourier en
tiempo continuo). Para secuencias demostramos que no era necesagiasfarfinada Z para lograr
el mismo objetivo, sino que bastaba con empleaomando valores en un intervalo de longited
(la Transformada de Fourier en tiempo discreto) en lugar ger e/“. Si en secuencias de longitud
finita tenemos Unicament® grados de libertad para especificar la secuencia, ¢ realmente hacen falta
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los infinitos valores de frecuencia contenidos efityr para representar univocamente la secuencia
en el dominio transformado? Obviamente, la respuesta es no.

Para representar univocamente la secuencia de longitud finita van assaines exactamenié
valores de la Transformada de Fourier, (1.180), pero para determiakas seran estos valores hay
que preguntarse la razon por la que eran necesarios infinitos vatole@gensformada de Fourier.
La Transformada de Fourier de una sefal puede interpretarse camepnesentacion de la sefial
empleando una base de sinusoides complejas, de la misma forma que la sdfgdraimio natural
puede interpretarse como una representacion de la sefial empleamhdseda funciones delta ((1.31)
para tiempo continuo y (1.34) para tiempo discreto), y la operacién en si Bataformada de
Fourier puede interpretarse como un cambio de base. Las sinusoiddsjesrfgrman una base para
la sefiales de duracion ilimitatl@orque, en tiempo continuo, dos sinusoides de frecuencia distinta
son ortogonales

/ gt (e2")" dt = / ¥ il gy _ )00 Slwr = w) (1.181)
oo oo 0  Siwi # wo

y son un conjunto generador del espacio de sefal, como demuestrad@aale sintesis de la Trans-
formada de Fourier. Si no incluimos las sinusoides de todas las frecsgrug#les no se cumple la
propiedad de conjunto generador. Para tiempo discreto obtenemos el ra@rttado si restringimos
los valores de frecuencia a los contenidos ebiy@r. Los N valores de frecuencia que buscamos o,
equivalentemente, |a¥ sinusoides que buscamos, deben ser ortogonales y generar cusdquien-
cia de longitudnV.

Si empleamos los valores de frecuencja= k(27 /N), conk = 0,...,(N — 1), tenemos que
las sinusoides de dichas frecuencias son ortogonales en un intervatmded /V,

N-1 N-1 i
Z oIk(2m/N)n (6jr(27r/N)n)* _ Z eJ(k=r)(2m/N)n _ N S! k—r= N (1.182)
~ 0 sik—r+#N

n=0

y son capaces de generar cualquier sefial sobre el intérvala < N, como demuestra la ecuacion
de sintesis del Desarrollo en Serie de Fourier para secuencias,)(Td#ando muestras déy (e/*)
en estos valores de frecuencia tendremos univocamente determinadaelacgecn| de longitud
finita.

La secuencia de valorég[k] = X (e/*2™/N)) conk = 0,..., (N — 1) es la que denominamos
Transformada Discreta de Four{gDiscrete Fourier TransforinDFT) de longitudN de la secuencia
x[n], que definimos formalmente como

N-1
—jk(2m/N)n 0<k<N
X[k] = Z‘; zlnfe = (1.183)
0 resto

y que nos permiten reconstruir la secuendia como

N-1
1 .
il X[k] dFCm/Nn <« N
2fn] =4 N kZ_O [k e =" (1.184)

0 resto

8En realidad no son una base péodaslas sefiales de duracién ilimitada, sino para aquellas que cumplen dettamina
propiedades matematicas que resultan irrelevantes en la practica.
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También nos referimos a (1.183) como ecuacion de analisis de la DFT y 4)td@o ecuacion de
sintesis de la DFT, DFT inversa o IDFT. La relacion entpe) y X [k] la denotaremos como

DFT
—
N

Sobre la definicion de la DFT conviene realizar los siguientes comentarios:

x[n] X[k] (1.185)

= La evaluacion de la DFT se realiza comiunmente de forma numérica, sin raetdsidecurrir
a expresiones analiticas de las sefiales. Para calcul& hadores X [k a partir dexz[n| es
necesario realizar del orden & multiplicaciones y sumas complejas. Existen ademas una
familia de algoritmos (procedimientos numeéricos) que se conocen con el agabérico de
Transformada Rapida de FourigiFast Fourier Transforin FFT) que emplean del orden de
N log, N multiplicaciones complejas para el célculo de la DFT. A pesar de su nombre, no
debemos de confundir la FFT con una transformada, pues es simplemegutecadimiento
numeérico rapido (mas bien, todo un conjunto de procedimientos) para elcdkla DFT.

= Bajo las restricciones empleadas, el resultado de la DFT coincide con asuéstia Transfor-
mada de Fourier de la secuencia, pero no debe confundirse con sistadéntidad se sigue
manteniendo si la longitud de la secuencia es meriai & 0 para todor < 0y n > Ny, con
Ny < N).

Ademas, nada nos impide aplicar la ecuacion de analisis de la DFT sobreawrensia de
longitud mayor queV, o a una secuencia que, siendo de longitud menor o iguaNguema
valores distintos de cero en otro intervalo distint® al » < N, o incluso a una secuencia de
longitud ilimitada. Al fin y al cabo, sélo se trata de una transformacion, (], 48@ aplicamos
sobre la secuencia que deseemos. Sin embargo, en estos casos def@alada equivalencia
entre DFT y Transformada de Fourier porque existen valores de larsgaulos que estan
fuera del interval®d < n < N) que son tenidos en cuenta para el célculo de la Transformada
de Fourier y no para el calculo de la DFT. Obviamente, en estos casasidlei@ de sintesis

no da como resultado la secuencia original.

= Existe un alto paralelismo entre el Desarrollo en Serie de Fourier pararsgas ((1.142) y
(1.143), Pagina 38) que puede llevarnos a confundir los coeficiesltégsarrollo en seriey,,
con los valores{ [k] que proporciona la DFT. De hecho, las ecuaciones de analisis y sirgesis d
ambas son practicamente idénticas si exceptuamos el fig@¥grque en el desarrollo en serie
se encuentra en la ecuacion de analisis y en la DFT en la ecuacion de sintesis

Aunque las ecuaciones sean practicamente idénticas, existe una diféomaamental: en el
desarrollo en serie se realiza una extension periddica fuera del iotdaa N — 1, tanto de
los valores de amplitud de la sefial como de los coeficientes del desarrsid@rmientras que
en la DFT, fuera del intervalo dea N — 1, se supone que tanign] comoX [k] son nulos. Esto
trae como consecuencia que la sefial que reconstruye el DesarrSiéierde Fourier sea una
secuencia de energia infinita y la que reconstruye la DFT sea una siecdemnergia finita, o
gue el espectro de la sefal que reconstruye el desarrollo en gér@mpgpuesto por funciones
delta y el que reconstruye la DFT sea un espectro continuo de valatesias.

Propiedades de la Transformada Discreta de Fourier

A continuacion enunciamos algunas de las propiedades de la DFT, haonaydr hincapié en
aguellas que suponen una novedad respecto a sus corresponplieptedades de la Transformada
de Fourier.
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Ademas de (1.185), denotamos

DFT
y[n] <——

Y[k]

y, en aquellas operaciones en que se vea involucrada mas de unacsecsiponemos qudy’ es
mayor o igual que la longitud de cualquiera de las dos.

Linealidad.
azn] + By difvlﬂ aX[k] + BY[k] (1.186)
Convolucién circular.
2ln] @yln] <= X[k]Y[k] (1.187)

Si multiplicamos punto a punto las DFT de dos secuencias el resultado emigii@oatural no es
una convolucién como la conocemos hasta ahora, periddica o no per&idizéo que denominamos
convolucioén circulade méduloN, que denotamos con el simb@®y representa la operacion

N—-1
o] @] = g 2l yl(n—1)x] 0<n<N (L188)
0 resto

donde(( ))n representa la operacion moduld, cuyo resultado va a estar siempre en el rango
0 < n < N9 La convolucién que conociamos hasta ahora la denominaom®lucion linealen
contraposicién a la convolucién circular.

Desplazamiento circular.

z[((n — no))n] % e~k @m/N)mo (1] (1.189)

El efecto de multiplicar la DFT de una secuencia pot*(27/N)no  |o que seria el equivalente en la
Transformada de Fourier de multiplicAi(e/*) pore=/“"0, no se traduce en un desplazamidiiteal
(mas bien, no puede traducirse en un desplazamiento lineal porquel&dege la DFT inversa va
a ser cero fuera del intervalb < n < N), sino en un desplazamientircular, donde la variable
independiente se opera médulo

Insercién de ceros. Si a partir de la secuencidn| de longitudN generamos otra secuenaig;, [n]
de longitudN L insertandd. — 1 ceros entre dos valores dé:] de la forma

= z[2] sin=Ly0<n<NL
zoL[n] = kzzo z[k]o[n — kL) = {0 2] Gini (1.190)
se cumple que
zorfn] 5 X[((k))n] (1.191)

El resultado de la insercién de ceros en la Transformada de Fourieaesmnpresion del espectro por
un factorL. Como en la DFT deV L puntos muestreamos en las frecuentigsr /N L), el resultado
de la insercién de ceros va a ser el mismo resultado pero replicadoes.

9Como recordatorio, el resultado de la operadi@).., siendal y m nimeros enteros, es el resto de la division entera
del porm. Por ejemplo((3))s = 3, ((5))s = 0, ((6))s = 1, ((104))5 = 4, etc.
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Supresion de ceros. Si a partir de la secuencig,[n| de longitudN L que cumple
zor[n] =0 sin#L 6 n<06n>NL (1.192)

y cuya DFT esXj, [k] generamos otra secueneig| = xq[nL], se cumple que

DFT

z[n] == Xou [K] (1.193)
Dualidad.
X[n] 255 N2[((=n))n] (1.194)

Volvemos a recuperar esta propiedad que teniamos en la Transformiaoiarge en tiempo continuo
y que perdimos en la Transformada de Fourier de secuencias, pougjua aaturaleza de las variables
independientes de los dominios natural y transformados es la misma (vadatsess)

Producto. )
2fnlyln] = X[k @ Y[K] (1.195)

Nos vuelve a aparecer otra operacién de convolucién circular, @nagbdominio transformado, que
se realiza de idéntica forma a (1.188)

Modulacion. ‘
eI CT/N ] 0 X[((k — ko))n] (1.196)

Para que una modulacion se traduzca en un desplazamiento (circulafpE, l@ frecuencia de la
sinusoide ha de ser un multiplo enteroxe' N .

Simetria.
2((—n))w] 45 X[((~k))] (1.197)
Conjugacion.
@*[n] 5 X*[((— k)] (1.198)

Las definiciones de paridad, imparidad, hermiticidad y antihermiticidad seerefdiora a operacio-
nes moédulaV sobre la variable independiente. Por lo demds, se siguen conservanuodeéedades
de simetria de la Transformada de Fourier porque, al fin y al cabo, ¢dieiemtes de la DFT no son
sino muestras de aquélla.

Todas estas propiedades se encuentran enumeradas en el Cuadro 1.7

Convolucidn lineal y convolucién circular

La convolucion lineal y la convolucién circular de dos secuencias detl@hfjnita no propor-
cionan, en general, el mismo resultado. En determinadas situaciones, cqom dascribiremos a
continuacion, la realizacién de una convolucién lineal mediante una camdolaircular conlleva
ventajas computacionales (menor nimero de operaciones), pero parsapeovecharlas es necesa-
rio establecer las condiciones en que ambas operaciones son edas/alen
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DFT

Linealidad azn] + By[n] v aX[k] + BY [k]
Convolucién circular z[n] ©y[n] % X[k]Y K]

Desplazamiento circular — z[((n — ng))n] % e~ Ik(m/N)mo X (k]

Insercién de ceros | zor[n] = Sy z[k]o[n — kL] % X[((k))n]
Supresion de ceros x[n] % Xor[k]
Dualidad X[n] 55 Na[((—n))n]
Producto z[ny[n] <25 + X[k @ Y[k]
Modulacién ko (2m/N)n ] % X[((k = ko)) n]
Simetria 2(=n)x] 25 X[(=k))w]
Conjugacion 2*[n] L5 X*[((=k))n]

Cuadro 1.7.Propiedades de la Transformada Discreta de Fourier.

Imaginemos que queremos calcular la convolucién lineal de dos secyaradasuna de ellas de
longitud 1.000. Para calcular la convolucion aplicamos la Férmula (1.69), donde debealazar
1.000 multiplicaciones y sumas para calcular el resultado en un unico instante.gbada convolu-
cion de dos secuencias de longitud finita es otra de longitud igual a la sumaldadédudes de las
secuencias menos uno, aproximadamente deberemos de c2le0ia®00 de multiplicaciones (eli-
minando las multiplicaciones por cero, podriamos quedarnos aproximadamnéerite0.000, pero no
menos). Si en lugar de calcular la convolucion lineal queremos calculamValcicion circular de lon-
gitud 1.000, podriamos aplicar el siguiente procedimiento, que aprovecha la prdgedanvolucién
circular de la DFT:

Paso 1. Calculamos las DFT de longitu@00 de ambas secuencias. Aplicando algun algoritmo de
tipo FFT, esto supone realizar aproximadamenteV log, N ~ 2 - 1.000 - 10 = 20.000
multiplicaciones y sumas.

Paso 2. Multiplicamos punto a punto el resultado de las dos DFT, lo que supancarga compu-
tacional de 1.000 multiplicaciones.

Paso 3. Calculamos la DFT inversa al resultado de la multiplicacién para oldecenvolucién
circular. Este paso supone aproximadamente00 multiplicaciones y sumas.

En total, para realizar la convolucion circular empleariamos aproximadagie@® multiplicacio-
nes y sumas, mas @6 veces menos que para realizar una convolucion lineal.

Merece la pena, a tenor de la diferencia en el coste computacional, estdatecondiciones en
gque ambas operaciones son equivalentes.
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Podemos demostrar que si tenemos dos secuencias de longitud:fipitague es idénticamente
nula fuera del interval@ < n < N y z2[n] que es idénticamente nula fuera del intervlg n <
N>, su convolucion lineal

x3[n] = x1[n] * xa[n] (1.199)

es idénticamente nula fuera del intervale. n < N; 4+ N2 — 1, y la convolucion circular con longitud
N (N > N1, N2) de ambas secuencias puede expresarse como

eaeln] = a1[n] @ zaln] = {?m nenel (1.200)
con -
x3pln] = Z x3[n — rN]| (1.201)

gue no es otra cosa sino la superposicion, en el intefvalon < N, de réplicas del resultado de la
convolucion lineal de ambas secuencias desplazadas un nimero enveaedV.

Si N es mayor o igual qué/; + N, — 1, las réplicas de la convolucion lineals(n — »N]) no se
solapan en los mismos instantes temporalessgin| y, por tanto, al aplicar (1.200)3.[n] va a ser
exactamente la convolucion lineak[n].

Si N es menor quéV; + N2 — 1, las réplicas de la convolucion lineals(n — rN]) se solapan
en los instantes temporale®’ < n < (r — 1)N + N; + N» — 1 dez3,[n] y, al aplicar (1.200),
xs.[n] va a ser distinto des[n] en los instante8 < n < N; + N, — N — 1 e igual en los instantes
Ni+No—N-1<n<N.

En resumen, si empleamos una DFT de longitud mayor o iguaNgueN, — 1, el resultado de la
convolucién lineal y de la convolucion circular son idénticos y podemos emelenétodo basado en
la propiedad de convolucién circular de la DFT para calcularla. Si volgeahejemplo anterior, para
realizar la convolucién de dos secuenciasld®0 puntos cada una mediante convolucion circular
necesitariamos aproximadameffe000 multiplicaciones y sumas, que aun es cisveces menor
de las que necesitariamos para realizar la convolucién lineal.

1.3.6. Representacion de sefiales paso banda

Las sefiales paso band€((jw) = 0 paraw; > |w| > we cONw; < w9) Son muy frecuentes en co-
municaciones, y en muchos casos el cociente entre el ancho de banrda,() y la frecuencia central
de la banda(w; + w2)/2) es muy pequefio, lo que denotamos cdranda estrech&dicionalmente,
dichas sefiales suelen ser reales de tiempo continuo por tratarse de gagalan a ser enviadas por
un medio fisico o que son recibidas de un medio fisico.

En estas situaciones tenemos una caracteristica de amplitud de la sefial coemsdargiestra en
la parte superior de la Figura 1.12 y, por multiples razones que van desbifaion de una mejor
representacion grafica hasta la representacién en tiempo discretoroena nimero de muestras,
nos gustaria tener una sefial que fuese una representacion urdvelta (due contuviese la misma
informacion) y que fuese paso bajo, tal y como se muestra en la parte iiferi@ Figura 1.12. Esta
sefial paso bajo se denominaequivalente paso bajpla denotaremos coma.,(t).

La obtencién del equivalente paso bajg(¢) de una sefiat(t) puede realizarse con un esque-
ma como el que muestra la Figura 1.13, denomindelmodulador en cuadratifaque realiza una

1%E| nombre de demodulador en cuadratura proviene de su realizanjieando sefiales reales, donde la operacion de
demodulacion propiamente dicha (la multiplicacion por la exponencial iggmse divide en dos demodulaciones, una
empleando un coseno y la otra un seno o, lo que es lo mismo, dos siruspa@&dratura
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Xl ﬂ
0, 0, 0 w °2rw
IXeq(J w)|
@,~,)/2 0 (002—51)72(0

Figura 1.12.Caracteristica de amplitud de una sefial de banda estraciva)g de su equivalente
paso bajo (abajo).

operaciéon de modulacién por una sinusoide compleja de frecuengjgcuando la frecuencia de
modulacion es negativa, el proceso se suele denominar demodulaciéiyz(t), con el objeto de
desplazar la frecuencia, a frecuencid y un filtrado posterior que nos elimina la componente espec-
tral de frecuencias negativas.

x(f) Filtro | x,(0)

paso bajo

e*]“%’

Figura 1.13.Demodulador en cuadratura.

La sefialz.,(t) es, en general, compleja aunque la sefia) de la que proviene sea real. Para
quez,(t) fuese real la componente de frecuencia positivX dgv) deberia ser hermitica respecto a
wq (caracteristica de amplitud para frecuencias positivas par y caractedstfase para frecuencias
positivas impar tomando el origen de frecuencias carg)o pero bien sea porque la componente de
frecuencia positiva d& (jw) no es hermitica respecto a ninguna frecuencia o bien sea porque, aun
siéndolo,w no es igual a la frecuencia central de la banda ¢+ w»)/2), la sefialx.,(t) va a ser
tratada como una sefial compleja.

A la parte real de:,(t) se le suele denominapmponente en faste x(t) y denotar coma:;(t);
a la parte imaginarisgomponente en cuadratude z(t) y denotar coma(t). Al médulo dex.,(t)
se le suele denominanvolventede z(t).

Una forma alternativa de obteneg,(¢) consiste en suprimir en primer lugar las componentes
de frecuencias negativas y, posteriormente, realizar la demodulatigistdina encargado de supri-
mir las componentes de frecuencias negativas se denahiisar de fasey tiene una funcion de
transferencia

Hiyy (o) = {Oﬂ Zzg (1.202)
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donde la ganancig/2 para frecuencias positivas tiene como objeto conservar la energite(@iz)
de la sefial. La salida del divisor de fasét) « h,s(t), se denominaefial analitica preenvolvente
dez(t) y se denota coma,(t). A partir de la envolvente obtenemos el equivalente paso bajo como
Teg(t) = €799tz (t).

Comunmente, el divisor de fase se realiza empleand@ransformador de Hilbertque es el
sistema descrito en el Ejemplo 1.11. Posee una funcién de transferencia

Hy(jw) = {.‘j w=0

o (1.203)

y una respuesta al impulso

hn(t) = — (1.204)

Tt
La sefial analitica se construye como una sefial compleja cuya parte tagbrepiaz(t) y la
parte imaginaria es la salida del Transformador de Hilbert o Transformadtilldert dex(¢), es
decir,zp,(t) = z(t) * hy(t),
zq(t) = z(t) + jan(t) (1.205)

gue podemos demostrar facilmente que es la sefal analitica que obteniamosaeniée porque

X(jw) +j(=jX(jw)) = 2X(jw) w>0

: DR (1.206)
X(jw) +7(X(jw)) =0 w<0

Xa(jw) = X(jw) + jXn(jw) = {

Que un sistema lineal e invariante reciba el nombrérdesformadoyy la salida de ese sistema
reciba el nombre d&ansformadano debe extrafiarnos, porque la expresionge) es

o
n(0)= [ sl dr (1.207)
gue no difiere tanto de la Transformada de Fourier en tiempo continuo si@ntbramos porw, 7
porty hy(t — 7) por una exponencial compleja (que depende tantocdeno dew). De hecho, tanto
la Transformada de Fourier en tiempo continuo como el transformador dertlittomo cualquier
propia convolucion con una sefial predeterminada pertenecen apmdguransformaciones diy
denominadagansformaciones de nucleo integral
Algunas propiedades del Transformador de Hilbert son las siguientes:

= La Transformada de Hilbert de una sefial par es impar, y de una sefza jpap

= Aplicando dos veces la Transformada de Hilbert a una sefial, obtenemmisnia sefial cam-
biada de signo.

= La energia de una sefial se mantiene a la salida del Transformador de. Hilbe
= Una sefial y su Transformada de Hilbert son ortogonales.
El procedimiento empleado para obtener el equivalente paso bajo dessségpuede extender

a sistemas, sin mas que sustituir la sefi@) por la respuesta al impulso del sistema paso banda,
h(t). En este caso no tiene sentido hablar de sistema analitico, o envolventaeteasisero si de
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un sistema paso bajo equivalente con una respuesta al impylgd y una funcion de transferencia
Heq(jw).

Por ultimo, debemos mencionar que podemos realizar un tratamiento equiyaienteempo dis-
creto, sustituyende(t) por x[n], x.4(t) por z¢4[n], y asi sucesivamente. La mayor diferencia que
puede aparecer respecto a lo aqui expresado es la definicion dedosasisnvolucrados, donde hay
gue recordar que las funciones de transferencia seran funcieriédipas con period®r. Concreta-
mente, el Transformador de Hilbert para tiempo discreto tiene una funeitramkferencia

- O<w<m
Hy(e)={j —nm<w<0 (1.208)
periddica con period@r

y una respuesta al impulso
2sen?(mn/2)
huln] = ™ n#0 (1.209)
0 n=>0

MUESTREO, DIEZMADO E INTERPOLACION

Hasta ahora hemos hablado en tiempo continuo y tiempo discreto como de dassreepdrados
y paralelos, pero existen procedimientos para obtener una secueratiir dg una sefial en tiempo
continuo que denominamos genéricamearaaversores continuo-discreyoprocedimientos para re-
construir una sefial en tiempo continuo a partir de una secuencia gua@idanms genéricamente
conversores discreto-continuo

Entre los conversores continuo-discreto revisten gran importancia saslis en un muestreo
periddico de la sefal en tiempo continuo, donde la secuencia se obtieneaada

z[n] = x(nTs) (1.210)

dondeT es elperiodo de muestrep1/Ts = fs es lafrecuencia de muestresxpresada en muestras
por segundo. También podemos expresar la frecuencia de muestradiaames por segundo como
ws = 2w/ Ts.

El problema fundamental del muestreo es la determinacion de las condicjoeagarantizan
que la secuencia[n] representa univocamente a la sefigl), porque el muestreo es, en general,
un proceso no invertible. Al tomar muestras de una sefial en tiempo contstamos desechando
infinitos valores de la sefial entre muestra y muestra o, visto de otra forisiz, @x nimero infinito
de sefiales que toman los mismos valores en los instaiites

Ademas de este problema fundamental existe un pequefio problema matemétiquekon
(1.210) es una definicionH), pero no una igualdad en sentido estricto (bidireccional). La consecue
cia de este hecho es que no podemos establecer una equivalenciadlitextzna sefial en tiempo
continuo y la secuencia que obtenemos de ella mediante muestreo. Asinuebereceder por si-
militud de valores numéricos y expresiones analiticas a la hora de estaldiecéorres entre, por
ejemplo, las Transformadas de Fouriende) y z[n].

Este ultimo problema sera abordado en el Apartado 1.4.3, dedicando losgwrihproblema del
muestreo en si; primero para tiempo continuo y posteriormente para sesuencia
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1.4.1. Muestreo de sefales en tiempo continuo

Ya que no podemos abordar directamente la obtencion de una secuendia depmuestras de
una sefal en tiempo continuo, la sefial que ha de servir de “soportelgsaralores de las muestras

x(nTy) n = —00,... 00 (1.2112)

sera una sefial en tiempo continudt) que denominamasefial muestreadBsta sefial se genera con
la ayuda de unaefial muestreadgrgue es un tren de deltas separadas el periodo de muestreo

p(t) = i d(t —nTs) (1.212)

n=-—oo
y el proceso de muestreo lo expresamos como

o0

rp(t) =x(t)p(t) = x(t) Y 6(t—nT)= >  z(nT)s(t - nT) (1.213)

n=—oo n=—0oo

dondez),(t) es una sefial en tiempo continuo que contiene, como deseabamos, Unidamentes-
tras de la sefiat(¢).

Este tipo de muestreo se denomimaiestreo ideaporque es fisicamente imposible generar y
manipular una sefial que sea un tren de funciones delta.

Para determinar bajo qué condiciong$t) determina univocamentezdt) calculamos la Trans-
formada de Fourier de,(¢) haciendo uso de la propiedad de multiplicacion y de la transformada de
un tren de deltas que aparece en el Cuadro 1.1

Xp(jw) = %X(jw)*P(jw)
= 5 X(jw) <2T” k:zozoa <w - k?))
_ J{Ski)o)((jw) ‘6 <w - k?)
_ j{Skiij (jw - M?) (L.214)

El espectro de la sefial muestreadg(jw), esta compuesto, de acuerdo con (1.214), de réplicas
del espectro de la sefial originaY;(jw), escaladas pot/T; y desplazadas a todos los multiplos
enteros de la frecuencia de muestieo= 27 /Ty, tal y como se muestra en la Figura 1.14 para
una sefial paso bajo. De (1.214) podemos deducir tambiénXgugv) es una funcion periddica
con periodaws. La Figura 1.14 nos es util ademas para establecer las condiciones es pogble
reconstruirz(t) a partir dez,(t). Si la sefial a muestrear tiene un espectro como el mostrado en la
Figura 1.14(a), y empleamos una frecuencia de muestreo lo suficientertiardenao para que las
distintas replicas de{(jw) no se solapen al construl,(jw) segun (1.214), nos encontramos en
una situacion como la que muestra la Figura 1.14(b) donde, al tener ¢dida aislada, podemos
recuperatX (jw) con una operacion tan simple como un filtrado. Si, por el contrario, las aéplie
X (jw) se solapan al construiX,(jw), nos encontramos en una situacion como la que muestra la
Figura 1.14(c) (la linea mas gruesa representa el resultado de la surasaghgpen (1.214)), donde
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X(j)

1 1 1 1 1
-3w -2w ~-w-w. 0 w w 2w 3w 4w
S S S S S S S

©

Figura 1.14.Espectro de la sefal original (a), y espectros de la sefiadtneaela a distintas frecuen-
cias de muestreo: sin solape espectral (b) y con solapetesfel

—4w
s

sera imposible determinar, en las zonas del espectro en que se haigwoelusolape, qué parte
pertenece a una réplica y qué parte a otra. En consecuencia, nmpsdezonstruiX (jw). En este
caso decimos que se ha producitiape espectran el proceso de muestreo, 0 que exiistorsion
por “aliasing” o, simplementéaliasing”.

La condicion, por tanto, para que podamos recupefigra partir dez,(t) es que no exista “alia-
sing”. Como condicion previa a esta, la sefiél) ha de ser limitada en banda, y esta limitacion de
banda es el conocimient® priori que “compensa” la pérdida de infinitos valores entre muestra y
muestra de la sefial(t). Téngase en cuenta que la limitacion de banda es una restriccion tan fuerte
como la no consideracion de los valores de la sefial entre instantes deemgesisecutivos, porque
estamos expresando que el contenido espectral de la sefial es naloaggo ilimitado de frecuen-
cias.

El conocimientaa priori de la banda de frecuencias que ocupa la sefial es necesario palecesta
tanto el periodo de muestreo que nos garantiza la ausencia de “aliasing” elomecanismo de
recuperacion de la sefialt). Para sefales paso bajo como la mostrada en la Figura 1.14(a) que
cumplen

X(jw) =0 V|w|>wn (1.215)

podemos garantizar la ausencia de “aliasing” siempre que empleemos cumenfria de muestreo
mayor del doble dey; (ws > 2wjy) 0, equivalentemente, un periodo de muesifgo
7T

Ty < — (1.216)
wWnM
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Este resultado es conocido cortemrema de muestreo de Nyquigtla frecuencigw;; como fre-
cuencia de Nyquist

A pesar de la popularidad de la frecuencia de Nyquist no debemog plerdista las condiciones
bajo las que esta establecida (sefiales reales paso bajo), siendoielgaiteral para la reconstruccion
perfecta de la sefial originalt) la ausencia de “aliasing” en el proceso de muestreo.

La reconstruccion de la sefal se lleva a cabo, como hemos mencionadorar@ste, mediante
un procedimiento de filtrado. Si hacemos pasar la sefial muestigédaque posee un espectro
como el que muestra la Figura 1.15(a), por un fillfp(jw) paso bajo ideal de ganancia y una
frecuencia de corte, igual a la mitad de la frecuencia de muestrep,= w,/2 = 7 /T, (Figura
1.15(b)), la salida de dicho filtro sera una sefidl) cuyo espectro se muestra en la Figura 1.15(c) y
gue coincidira con:(t) si en el proceso de muestreo no se ha producido “aliasing”.

Xp(Jw)
0 w W 2w 3w @
M S S
T H (w)
S
—0, 0 W, ©
(b)
X (jw)
1
A
-0, 0 W,

()

Figura 1.15.Proceso de reconstruccién de la sefial: espectro de la sadatneada (a), funcion de
transferencia del filtro reconstructor (b) y espectro defeaba la salida del filtro reconstructor (c).

El filtro H,(jw) se denomindiltro reconstructoro filtro interpoladory posee una respuesta al
impulso

e . ot . t
h.(t) = Ts w? sinc (er) = sinc (T) (1.217)
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La sefalz,.(t) se denomin&efial reconstruida sefial interpoladg su expresion analitica es
z(t) = wp(t) * he(t)

- (f; x(nTsw(t—nTs))  sine G)

n=—oo s

=Y e(nTysine <75_1?T> (1.218)

n=—oo

La interpretacion de (1.218) puede ayudarnos a comprender el meocaaésreconstruccion de
x,(t):

= La funciéon
. t—noTs
simc { ————
T,

toma valor cero en todos los instantel; excepto em(T; donde toma valot, y esto garantiza
quez,(nTs) = z(nTy).

= Para cualquier valor de # nTs, la sefialz,.(t) se reconstruye empleandadoslos valores
x(nTy), aunque las muestras mas cercanas a dicho instante tendran mas inflnexicialer
dex,(t) que las més lejanas, de acuerdo con la forma de la funcion sinc.

A modo de resumen, el proceso completo de muestreo y reconstruccibgueslieva a cabo el
sistema que muestra la Figura 1.16.

x(?) x,(9) 11;1(2(;)) x,(%)
(t

p(l)T

Figura 1.16.Sistema para muestreo y reconstruccion.

Muestreos periddicos no ideales: el muestreo instantaneo

Ante la imposibilidad de generar las funciones delta necesarias para dreouieleal surgen
diversas alternativas, de las que vamos a analizar la mas conmuestreo instantaneo

El principal problema para la puesta en practica del muestreo ideal raptsar el valor de la
sefial en los instanted, que puede realizarse practicamente empleando unos circuitos dencgninado
de muestreo y retencioa “sample & hold’; sino dar un soporte fisico adecuado a la sefi@l). Para
lograrlo, el muestreo instantaneo hace pasar la sgfiél por un sistema de respuesta al impulso
pi(t), cuyo efecto es la sustitucion de las funciones delta por la gefial

Un ejemplo que pone de manifiesto las diferencias entre los muestreos idsi@ntdneo pode-
mos verlo en la Figura 1.17.
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X(t)

~ - - AN /
N /
\ T
N s
=-3T -2T -T 0 T 2T 3T t
s s s s s s
x (0
\\ // \\\7 ///\\\ //
~ - N . ,
s
N
N s
=3T =2T -T 0 T 2T 3T t
s s s s s s

Figura 1.17. Comparacion de los distintos tipos de muestreo: sefialnaligit), sefial resultante
del muestreo ideat, (t) y sefial resultante del muestreo instantango).

La sefial resultante del muestreo instantaneo toma la forma

nilt) = apt) +pilt)
= ( S w(nT2) st - nTs>> “milt)
- i 2(nT.) pi(t — nTy) (1.219)
y su transformada es o
X,(jw) = Xy(ju) P (juw) = Pi(j) ;Skfj:wx (jw - ) (1.220)

donde cada réplica esta ponderada por la funéidriw). Esto provoca una distorsion en la sefial
conocida comadalistorsion de apertura

Elfiltro reconstructor debe corregir la distorsion de apertura, pordsquiuncion de transferencia
ha de tomar la forma

. T, w
H,(jw) = P () I <%> (1.221)

Como condicion adicional para poder recuperar la sefial originalntebasegurar qué;(jw) no
toma valor cero en ninguna frecuencia perteneciente al intefvalg/2 , w,/2).

Comunicaciones digitalesA. Artés Rodriguez, F. Pérez Gonzalez, J. Cid Sueiro, R. LépeakicC. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz;. DERECHOS RESERVADOS



1.4 MUESTREO, DIEZMADO E INTERPOLACION 65

Muestreo de sefiales paso banda

Para muestrear sefales paso banda que son ademas de banda ksfrechancia de Nyquist nos
proporciona un valor de frecuencia de muestreo muy grande en carifpecan el ancho de banda de
la sefial. En estos casos, podemos muestrear por debajo de dichadi@sireque exista “aliasing”,
tal como se muestra en el ejemplo de la Figura 1.18 empleando dos frecubniasstreo distintas.

X(jo)
% o . “o v
X (jw)
l . ' | . l .
-20 -w 0 W 2w @
S S X (J(,O) S S
p
W
0
-2w -w 0 W 200 ©
S S S S

Figura 1.18.Muestreo paso banda: espectro de la sefial original (arebpgctro de la sefial mues-
treada sin inversién de espectro (centro) y espectro ddikl saiestreada con inversion de espec-
tro(abajo).

Dependiendo de la frecuencia de muestreo que elijamos, las réplicas wataseaa frecuencia
pueden estar invertidas (la componente de frecuencias positivagearfoias negativas y viceversa),
tal y como se muestra en la grafica inferior de la Figura 1.18. Si sucedsestice que el proceso de
muestreo ha generado uimersion de espectro

Si la reconstruccién de sefiales paso bajo muestreadas se realizaleneimplefiltro que dejaba
pasar la banda de frecuencias en las que conocianpw®ri que se encontraba la sefial original,
aqui hacemos exactamente lo mismo, aunque el filtro a emplear sea distintoe&all@argginal se
encuentra entre las frecuenciagvs y (ko + 1/2)ws, 0 entre(ky — 1/2)ws Y kows, Siendoky un
namero entero, el filtro de reconstruccion sera un filtro paso bandecmteasa banda de paso.

El muestreo paso banda también puede realizarse sobre la sefal aratitesse (caso, por ser
compleja la sefial analitica, es equivalente a muestrear dos sefiales edalesalsimultanea), em-
pleando una frecuencia de muestteg'ky, siendok, un nimero entero. La Unica precaucion que
debemos adoptar para realizar un muestreo paso banda en cualqsigsavdgantes es que, como en
el caso de sefiales paso bajo, en el proceso de muestreo no seartadiazing”.

También podemos sustituir el muestreo ideal por uno no ideal. De entre ltpa®de muestreo
no ideales considerados, el mas apropiado para sefiales paso $ehdaiestreo instantdneo, donde
ahora cobra méas importancia si cabe la distorsion de apertura y su catigens

Por ultimo debemos afiadir que aunque el muestreo paso banda puesta parsero ejercicio
académico, existen dispositivos comerciales que ponen en practica afta.téc
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1.4.2. Interpolacion y diezmado de secuencias

Las técnicas de muestreo también pueden aplicarse a secuencias, sitipliestas razones que
pueden conducirnos a su empleo. Por mencionar alguna, la représemac el menor nimero de
muestras posibles de una secuencia que deseamos almacenar, o el engplewdtdria mas simple
para el tratamiento de secuencias si existen requisitos de tiempo real.

El muestro de secuencias no difiere grandemente del muestreo de ssfitiEsapo continuo
salvo, quizd, en la facilidad de realizacion del muestreo ideal o los cambiescdla que podemos
realizar sobre la secuencia.

La sefial muestreadora en tiempo discreto es un tren de deltas de la forma

plnl = > dln— kM| (1.222)

k=—o0

siendoM, de valor entero, el periodo de muestreawy = 27/M la frecuencia de muestreo. La
secuencia muestreadg[n| se obtiene como

zp[n] = z[n] p[n] = x[n] i d[n— kM] = i x[kM]d[n — kM] (1.223)
cuya Transformada de Fourier es o o
Xy(e) = 5o X() @ P(e)
- Ly (3 £ (2
= % ki@X(eﬂw) 0 (w - k:M”>

donde la diferencia mas apreciable con su version en tiempo continuc})legjue aqui nos hacen
falta Unicamenté/ réplicas deX (e/“') para formar la funcion periodicd,(e’~') de period®@r /M,
ya queX (/) es ya una funcién periodica de periczie.

Al igual que en tiempo continuo, en el muestreo de secuencias también gxistite“aliasing”,
y para poder recuperar la secuencia original] debemos garantizar que no se produce “aliasing”
en el proceso de muestreo. Para secuencias reales paso bajcuendia de corte,,, bastara con
garantizar que); = 2/M es mayor del doble de,,, que es el teorema de muestreo de Nyquist para
secuencias.

La reconstruccion de la secuenai| se lleva a cabo mediante filtrado con un filtro paso bajo
ideal H,.(e/“) con ganancial/ y una frecuencia de corte,. igual a la mitad de la frecuencia de
muestreow. = ws/2 = w/M. La respuesta al impulso del filtro interpolador toma la forma

h.[n] = sinc (%) (1.225)
y la secuencia reconstruida,[n],
)= 3 a[kM]sinc (”‘JM> (1.226)

k=—00
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La secuencia,[n] tiene la misma estructura que una secuencia en que se han inseftadb
ceros entre muestra y muestra, (1.131). Estos ceros pueden suprimigse gllo suponga ninguna
pérdida de informacion (de hecho, si se produjese alguna pérdidioduaation, esta se producira en
el proceso de muestreo por la existencia de “aliasing”) mediante unacapede supresion de ceros
de la forma

zq[n] = xp[nM| (1.227)

dondez,[n] se conoce con el nombre decuencia diezmagdauya transformada es, de acuerdo con
la propiedad de supresion de ceros de la Transformada de Fourier,

Xa(e7) = X, (/M) % > x () (1.228)
ke(M)

El proceso de obtencion dg(n| a partir dex[n] se denominaliezmadoa un ritmo natural\/ y,
en realidad, es algo tan simple y directo como

xq[n] = x[nM] (1.229)

aungue es necesario todo el analisis anterior para determinar las coadieique:;[n| determina
de manera univocajn| y para establecer la igualdad entre sus transformadas expresad22&).(1

Un sistema que realiza el proceso de diezmado para una secuenciaayepéres el mostrado
en la Figura 1.19, que se conoce con el nombrelidemador Para evitar el “aliasing” emplea un
filtro paso bajo de frecuencia de cortgM previo al proceso de diezmado propiamente dicho, que se
realiza en el bloque etiquetado comd/. Unicamente en el caso en que la secuenpih sea paso

x[n] Filtro paso bajo %[n] %,[n] = x[nM]
———» con ganancia | > ly
y o =n/M

Figura 1.19.Esquema general de un diezmador pbr

bajo con frecuencia de corte menor o igual gyé/ la secuencia|n| seré igual a[n].
El proceso contrario (que no necesariamente inverso) al diezmadoes @éenominamositer-
polaciona un ritmo natural. En este proceso, representado en la Figura 1.20, a una sectercia

] %o, [1] Filtro paso bajo x[n]
——

L » con ganancia L -———»
y o =m/L

Figura 1.20.Esquema general de un interpolador por

(que puede provenir 0 no de un proceso de diezmado) se le aplica engidnsde ceros a ritma
segun (1.131), obteniendo la secuencia

zorln] = Y a[klén — kL] = {‘g 2] :Z ; 2 (1.131)

k=—o00
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cuya transformada es, teniendo en cuenta la propiedad de inserciénodede la Transformada de
Fourier, (1.132), . 4
Xor (/) = X (e/1) (1.230)

que es una funcion periddica de peridtg/ L, igual que una secuencia que hubiese sido muestreada
con un periodo de muestrdo

Finalmente, esta secuenaig [n] es filtrada paso bajo como si se tratase de una secuencia mues-
treada para obtener la secuencia interpolgfid cuya expresion es

ziln) = Y zor[kL]sinc (”‘LM> - i x[k] sinc (”‘LM> (1.231)

k=—o00 k=—o0

Si con un diezmador conseguimos una reduccion de la tasa de muestras deilangecuencia
por un factor enterd/ y mediante un interpolador un incremento de la tasa de muestras por un factor
enteroL, podemos conseguir un cambio de ritmo por un factor raciéfidl aplicando, sucesiva-
mente, un interpolador pdr y un diezmador poi/. Nétese como el interpolador debe ir en primer
lugar para asegurar que, de existir alguna pérdida de informacion @oei@aso en que/M < 1),
esta sea minima. En esta combinacién podemos suprimir uno de los filtros, eédmsbiador o el del
diezmador, resultando una estructura de procesado como la que muegjradal.21.

x,[n]

] x0,4[n]‘ Filtro paso bajo % [n] .

» con ganancia L y > M
o =min(n/L,/M)

TL

Figura 1.21.Combinacion de un interpolador pbry un diezmador poi/.

1.4.3. Simulacién de sefales y sistemas

En el inicio del apartado anterior menciondbamos que desedbamos camsrsecuenciajn| a
partir de una sefial en tiempo continu@) de la forma (1.210) empleando unos sistemas denominados
conversores continuo-discreto y volver a reconstruir una sefialrapdieontinuo empleando conver-
sores discreto-continuo. Sin embargo, debido a problemas matematicespusiale establecer una
igualdad (bidireccional) entre la secuencia y la sefial en tiempo continubigrmdes conformarnos
con un sistema de muestreo y reconstruccion como el mostrado en la Figuesn kllque la variable
independiente de la sefial muestreada seguia siendo de naturalezaacontinu

Es ahora, una vez expuestos los fundamentos de las técnicas de myest@ustruccion, cuan-

do estamos en disposicién de abordar la definicién de los conversartisucediscreto y discreto-
continuo y establecer las equivalencias entie| y x(¢). Para ello, vamos a insertar dos bloques
nuevos en el diagrama de muestreo y reconstruccién anterior (Fig@a thlly como se muestra
en la Figura 1.22. El primero de ellos, etiquetado como “conversor de &grémpulisos a secuen-
cia”, se encarga de construir la secuendia a partir de los pesos de las funciones deltacgle),
y el segundo, etiquetado como “conversor de secuencia a tren de isipuésadiza el paso contra-
rio. El conversor continuo discreto se define como la combinacion de ustreador seguido de un
conversor de tren de impulsos a secuencia y el conversor discrgiotanse define como la combi-
nacion de un conversor de secuencia a tren de impulsos seguido deowedittnstructor de una sefial
muestreada.
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X(O) g 50 | SOOI o) | Comversorde | SN0
H(%)—Vtren de impulsos » secuenciaa > o>

a secuencia tren de impulsos -0/2 ©/2
p(0)

x(f) | Conversor | x[n] | Conversor | x(f)
R
D/C

C/D
RT TT

Figura 1.22. Sistema para muestreo y reconstruccién y conversoresnoondiiscreto (C/D) y
discreto-continuo (D/C).

Para determinar la equivalencia enifie| y z(t) comenzamos calculando la Transformada de
Fourier dex),(t) de forma distinta a como lo hicimos en (1.214). Empleando una de las expsesione
dez,(t) de (1.213),

o

zp(t) = Y x(nTy)d(t — nTy) (1.232)

n=—oo

TF
calculamos su transformada empleando el par transford@do nT;) «+— e~7“"’s para cada uno
de los términos del sumatorio, obteniendo

Xp(jw) = Z z(nT,) e 7nTs (1.233)

n=—oo

que no es sino el Desarrollo en Serie de Fourier con perigdde la funcion periodicaX,(jw)
expresada en (1.214).

Por otra parte, tenemos que la Transformada de Fourier de la secuptjaidtenida a partir de
x(t) es, cambiand@ por 2 para evitar confusiones entre tiempo discreto y tiempo continuo,

o0 [e.9]

X () = Z z[n] e I = Z z(nTy) e IS (1.234)

n=—oo n=—oo

de donde, comparando con la expresionXge;jw) obtenida en (1.233), podemos obtener la equiva-
lencia

O = wTy (1.235)

que nos permite establecer la igualdad
X () = X, (Y Ty) (1.236)

Empleando la relacion entle (jw) y X, (jw) expresada en (1.214), (1.236) se transforma en

X = x0/m) = 1 3 x (i (250 (1.237)
5 k=—o0 s
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La equivalencia (1.235) y las ecuaciones (1.236) y (1.237), exgmessn palabras, vienen a decir
que la frecuencia de muestreo en tiempo continuo se transforma en lantiec@re de la secuencia
construida a partir de la sefial en tiempo continuo.

Este resultado nos abre las puertas para la realizacion en tiempo discsitedes en tiempo
continuo y viceversa y, mas concretamente, la realizacion en tiempo diser@dictica totalidad
de transmisores y receptores de comunicaciones digitales.

0, lo que es mas interesante para nuestros propdsitos, la simulacion en tisonpmdle sistemas
de comunicacién en los que al menos el medio fisico sera de naturalezaiaontin

A continuacion abordaremos el estudio de la simulacién de sefiales y sistettina@s en tiempo
discreto, el cambio de la frecuencia de muestreo en simulacion en tiempddaistaesimulacién de
sistemas que no sean lineales e invariantes, haciendo especial hinclysi@gpectos practicos que
nos permiten una realizacion eficiente de la simulacion. Sin embargo, anteselohconviene
puntualizar el sentido del térmirmmulaciénen comunicaciones.

En general, la simulacion es una disciplina cuyo objetivo es imitar uno o vaspEsts de la
realidad de manera tan precisa como sea posible. La simulacién en sistenmasutiécaciones o,
mas concretamente, la simulacion deamiace de comunicacioriés(transmisor, canal y receptor),
consiste, en la mayoria de los casos, en algo tan sencillo como la realiza¢ciémpa discreto del
transmisor, canal y receptor y el analisis de las prestaciones del sisteantr ale esta. En el caso
del transmisor y receptor, incluso el término simulacion puede no seragiado en muchos casos,
ya que la realizacion practica de los mismos se puede llevar a cabo en tiemgodigiizando
circuiteria digital (microprocesadores, légica programable, etc.), coémcid en estas situaciones
realidad y “simulacion”.

1.4.4. Simulacién de sefiales y sistemas continuos en tiempo d iscreto

La base para la simulacién en tiempo discreto de sefiales y sistemas en tiempaoceaiiraya
en encontrar, dentro de un esquema de equivalencia como el que naésgara 1.23, el sistema
lineal e invariante en tiempo discrefd., (e’*) que produce una sefgl(t) idéntica a la salidg(t)
de un sistema lineal e invariant&(jw) ante una sefial de entradg) de banda limitada.

x(r) | HGo) | ()
e R
h(?)

X

C H,(e") C
x(£) onversor | x[n] . yln] onversor | y(f)
h,[n] D/C

C/D
rf rl

Figura 1.23.Sistema en tiempo continuo y su esquema equivalente mediamntlacién en tiempo discreto.

HExisten otros tipos de simulacion en sistemas de comunicaciones congjepio, la simulacion de redes de comu-
nicaciones, a los que no se aplica lo que aqui vamos a mencionar.
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La primera condicién para que los sistemas mostrados en esta figura peedmuivalentes es
quex(t) sea de banda limitada&((jw) = 0 V|w| > wa). y(t) cumple la misma limitacion en
banda quex(t) porqueY (jw) = H(jw)X (jw) Y, por tanto, la frecuencia de muestreo o frecuencia
de simulacién no vendra establecida por el sistema, sino por la sefial aldeefista ha de escogerse
de acuerdo con el criterio de Nyquisi; > 2wy, para garantizar la ausencia de “aliasing” en la
conversién continuo-discreto.

Si el sistema en tiempo continuo cumple la misma limitacién de banda que la sefalatagentr
H(jw) =0 V|w| > wp, haciendo que la funcion de transferencia del sistema en tiempo discreto
tome la forma

: > iQ — j2rk
Heg(e) = > H(jTj T > (1.238)
k=—o00 s
la transformada de la secuengia] es
Y(e?) = X() Heg(e)
B ad JjQ — jonk > JjQ — jork
= (Z X(TS )) <Z H<Ts
k=—o00 k=—o00
B jQ — jo2nk jQ — jo2rnk
- X () (R
k=—o00
= Q — jork
= ¥ Y<‘7T‘77T> (1.239)
k=—o00 s

y, por tantoy (t) = y(1).
En el dominio natural, la definicion (1.238) se traduce en

heqn] = Tsh(nTy) (1.240)

que es (salvo el factor de escdlg la conversion continuo-discreto de la respuesta al impulso del
sistema en tiempo continuo. Por esta propiedad, esta téchica de geneehsidtecha equivalente en
tiempo discreto se conoce con el nombrdrd@arianza de la respuesta al impulso

Si el sistema en tiempo continuo no cumple la misma limitacién de banda que la seftabda e
bien sea porque el sistema no es de banda limitada o porque, aun siénd@ousncia de corte sea
superior awyy, la generacion del sistema en tiempo discreto mediante invarianza de lastasplue
impulso va a dar como resultado un sistema que no es equivalente al en tiemipaa@oEl motivo
por el que no van a ser equivalentes ambos sistemas es que en eb pl@oaesestreo de la respuesta
al impulso, (1.240), se va a producir “aliasing” o, visto en la frecueraiauperponer las distintas
réplicas deH (j2/Ts) en (1.238), estas se van a solapar espectralmente, dando como resn#ado
funcién de transferencia distintafa(j2/7) en el intervalo de frecuencias desde a .

Si, en este caso, queremos que el sistema en tiempo discreto proporasaiday, (¢) igual a
la salida del filtro en tiempo continuo debemos, antes de aplicar (1.238), limitandalgel sistema.
Para ello definimos una nueva funcién de transferencia

Hi(jw) =11 <”> H(jw) (1.241)

Ws

y, a partir de esta, la funcién de transferencia del sistema de tiempo discneto

Heg(e¥h) = >~ Hy (j <Q _Tk%» (1.242)

k=—o00
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La respuesta al impulso del sistema en tiempo discreto sera ahora
heq[n] = Tshi(nTs) (1.243)

que sera distinto dé€;h(nTs). Es conveniente hacer notar que el valor que tome la funcién de transfe-
rencia fuera de la banda que ocupa la sefial de entrada es irrelevaqie(jw) = H (jw)X (jw).

Si garantizamos que la sefial de entrada cumple la limitacion de Bagda) = 0 V|w| > wys la
salida proporcionada por los sistemas cuyas funciones de trangéesenoH; (jw) y H(jw) van a

ser idénticas.

A la hora de poner en practica la simulacion en tiempo discreto de sistemas oertofira una
gran importancia el método que empleemos para calcular la salida del filtro eo tigsopeto porque,
en generall,[n] va a ser una secuencia de longitud ilimitada. La forma mas comun de realizacion
del sistema en tiempo discreto es mediante los sistemas lineales e invarianteeslpinetuaciones
en diferencias con coeficientes constantes (pag. 42 y siguiente®n sidhnecesario hacer notar que
no todos los sistemas lineales e invariantes pueden expresarse medianieresuen diferencias de
orden finito.

Estos sistemas, definidos por la ecuacién (1.149) (que reproducimanmergte aqui)

N M
Z agy[n — k| = Z brx[n — k| (1.149)
k=0 k=0

admiten un método de calculo recursivo de la salida en funcién de la entieadaligla en los instantes
anteriores sin mas que despejai] de (1.149)

1 1 &
y[n] = —Zbkx[n— k| — —Zaky[n—k:] (1.244)
a0 ;= o=

cuya evaluacion para un unico valor deequiere la realizacién d& + N + 1 multiplicaciones y
M + N sumas.
Si N esigual &, (1.149) se reduce a

M
yln] = 1 Z brx[n — k| (1.245)
0 =0

y el sistema tiene una respuesta al impulso de duracion finita

b
hy =S 5[ — k] (1.246)

k=0

[e=]

por lo que recibe el nombre ditro de tipo FIR (de “Finite Impulse Responsg”Si N es mayor que
0 el sistema tiene una respuesta impulsional infinita (como vimos en la pag. 471gns&g) y reciben
el nombre déiltro de tipo IIR (de “Infinite Impulse Responsg’

Si heq[n] €S una secuencia de longitud finita podemos realizar el sistema en tiemptodésore
pleando un filtro FIR.Sin embargo, como hemos mencionado dniga] va a ser de longitud ilimi-
tada y, en general, no va a tener una funcion de transferencia ragignaos permita su realizacion
de manera exacta mediante un filtro 1IR.
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Si no es posible realizar la funcion de transferencia exacta del filtro mpaigiscreto vamos a
tener que recurrir a aproximaciones de respuesta impulsional finitaligarezon filtros FIR) o de
respuesta impulsional infinita con funcién de transferencia racionab{aar con filtros IIR).

Para realizar la aproximacién empleando filtros FIR existen diversos nsétodta literatura,
siendo los dos familias de métodos méas importantes la de enventanado dedateapimpulso (que
consiste en multiplicar la respuesta al impulso del filtro que deseamos apr@omana secuencia
de longitud finita —la ventana— para asi limitar la duracion de la misma) y los métadadds en
aproximaciones frecuenciales de rizado constante, como el algoritmaoldeyRdcClellan.

La aproximacion empleando filtros IIR es un problema mas complejo, que posteatamien-
to sencillo si el sistema en tiempo continuo que se quiere simular es un sistema lineatiante
definido por una ecuacion diferencial de coeficientes constantesatena f

N M
d*y(t) d*x(t)
Dokt =D iy (1.247)
k=0 k=0
cuya funcion de transferencia en el dominio de la frecuencia es
M
> bi(jw)”
H(jw) = 2 (1.248)
> ar(jw)*
k=0

En este caso podemos emplear la denomiretasformacion bilineaf para obtener la funcion de
transferencidl,, (e’*?) como
y (21— F
K Td 1+ e—iQ
2 1—e72\"
a —_—
. P\T, 11 e 9
que, tras las oportunas simplificaciones, podemos expresar como lanfulectdansferencia de un

filtro IIR. El parametraly, que no debe de confundirse con el periodo de mueftregobierna la
transformacion no lineal de a2 de la forma

Hey(e9?) = (1.249)

NEIE

i

T,
Q) = 2arctan <w2d> (1.250)

donde podemos comprobar que, independientemente del valgr lBetransformacion bilineal trans-
forma el rango de frecuenciasx < w < co en—7 < ) < 7. La transformacion bilineal garantiza
ademas que si el filtro en tiempo continuo es estable, su equivalente en tiesenedotambién lo es.

12Formalmente, la trasformacion bilineal se define entre la variatié dominio de Laplace en la variablelel dominio
Z de la forma
21—zt
§ = — ——
Ty 1+ 271
que transforma el semiplano izquierdo del plaren el interior de la circunferencia unidad, el gjeen la circunferencia
unidad y el semiplano derecho del planen el exterior de la circunferencia unidad.
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La eleccién entre filtros FIR o IR para aproximar un sistema determinadaepender ademas
de otros factores como si es necesario 0 no que el sistema sea de fals@gdmBltros IR causales
no tienen caracteristica de fase lineal), el nimero de operaciones de disponga por muestra (ge-
neralmente hacen falta un mayor nimero de coeficientes para aproxinfanaite de transferencia
empleando filtros FIR), la posibilidad de variar de manera adaptativa Ifisieages del filtro (mas
sencilla en filtros FIR), etc.

1.4.5. Cambio de la frecuencia de simulacion

Aun calculando el equivalente paso bajo de todo el sistema a simular, §aresanos encontra-
mos con sefiales de anchos de banda muy diferentes dentro de un mismo. siatelaeciéon de la
frecuencia de simulacion de acuerdo con la sefial de mayor ancho @k finaede llevarnos en estos
casos a realizaciones de la simulacién muy costosas en nimero de opeyalema reducir este nu-
mero de operaciones podemos emplear mas de una frecuencia de simulagiéistema, menor en
aguellas partes en que las sefales que encontramos sean de mendedrariua.

Para llevar a cabo estos cambios de frecuencia de simulacion sin neceésidacbnstruir en
ninguna parte una sefal en tiempo continuo podemos hacer uso de laagéminterpolacion y
diezmado de secuencias vistas en el Apartado 1.4.2. Si una sectjendia sido generada mediante
un conversor continuo-discreto con una frecuencia de muestreo 27 /Ty, y esta sefial es inter-
polada por un factol, la secuencia resultantg[n| es la misma que habriamos obtenido con un
conversor continuo-discreto utilizando una frecuencia de muestrge= 27 L /T, (Supuesto que en
los procesos de conversion continuo-discreto no exista “aliasing”lddica forma, si la secuencia
x[n] es diezmada por un factdr, la secuencia resultanig[n] es la misma que habriamos obtenido
con un conversor continuo-discreto utilizando una frecuencia de reoestfM = 27 /(MTy).

Podemos, por tanto, emplear distintas frecuencias de simulagibp/ con L y M numero
enteros en distintas partes del sistema a simular, consiguiendo asi unaisimulas eficiente.

Una reduccion adicional del nimero de operaciones necesaria Siguw®mnealizando una reali-
zacion conocida compolifasede los filtros presentes en los interpoladores y diezmadores. Vamos a
obtener en primer lugar la realizaciéon de un interpolador empleando unatesdrpolifase.

En un interpolador (Figura 1.20), la secuencia de entrada al fil§fdn|, contiene al menos — 1
ceros por cadd, muestras. Este hecho trae como consecuencia que para el calculo likalaeaa
interpolador,. — 1 de cadal multiplicaciones necesarias van a dar como resulfaddependiente-
mente de los valores que tome la secuencia antes de la insercion dexgerd3e la misma forma,
L — 1 de cadal términos de la suma que hay realizar para calcular la salida son nulosupanairs
esas operaciones innecesarias podemos, en primer lugar, analizardsi@x analitica de la salida
teniendo en cuenta la definicion dg; [n]. Si denotamos pak[r] la respuesta al impulso del filtro
paso bajo presente en el interpolador, la salida] en un instantes = L + k (conr y k nUmeros
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enterosy-oco <r < ooy0 < k < L) toma la forma

zilrL+k] = > wop[lJhlrL+k—1]

= > a[lJhl(r— 1)L + k] (1.251)

de la que extraemos dos conclusiones:

= Para el célculo de la salida en los instantes r L. son necesarios Unicamente los valores de la
respuesta al impulso en los instantes- [L (—oo < | < o), para el calculo de la salida en
los instantes, = rL + 1, los valores de la respuesta al impulso en los instanted L + 1, y
asi sucesivamente. En realidad, podemos interpretar (1.251) Edittrs distintos, cada uno
encargado de obtener la salida en los instantesr L + k, conk tomando valores enti@y
L—1.

= La construccion de la secuenaig; [n] N0 es necesaria (N0 es necesario generar y almacenar
todos los ceros deyz,[n]), segun se desprende de la Ultima igualdad de (1.251).

La realizacion del interpolador basado en estas conclusiones térfdtéos con respuestas al
impulso
hi[n] = h[nL + k] 0<k<L (1.252)

que son empleados para filtrar la secuencia de entrada al interpaladpobteniendd. secuencias
distintas, de la forma
zin] = zn] * hi[n] 0<k<L (1.253)

La salida del interpoladat;[n] se construye a partir de estasecuencias mediantsultiplexion de
la forma
.oy xp—1[n—1], xoln], zi[n], ..., zr_1[n], xoln +1], ... (1.254)

0, expresado analiticamente
zi[n] = x;i[rL + k] = xi[r] —o00<r<oo, 0<k<L (1.255)

Esta estructura de filtrado se conoce cdittm polifaseporque losL filtros resultantes se obtie-
nen mediante el diezmado de la respuesta al imptjigjoppor un mismo factor L pero con una “fase”
de diezmadok, distinta.

La justificacion para la realizacion de un diezmador mediante una estruotifea@es la siguien-
te: si el diezmador va a desechidr— 1 de cadal/ muestras después de la operacion de filtrado, ¢ para
qué obtener la salida del filtro en es&s— 1 muestras?.
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Si denotamos padt[n] la respuesta al impulso del filtro paso bajo presente en el diezmadorgFigur
1.19), la secuencia de salida[n], toma la forma

Zqln] = Z[nM)]

o

= > [l h[nM 1]

<
L

Il
M2 |

x[rM + k] hl(n — r)M — k|

]

[
8

T
D

|
™
M 1M

x[r] hi[n — 7]

T

xi[r] hg[n — 7]

[
I~

r

I
|
8

T

= x[n] * hi[n] (1.256)

b
Il
o

que es la estrutura polifase para el diezmador, denflg es el resultado del diezmado (sin filtro) de
x[n] aritmo M y con fasek,

zi[n] = x[nM + k] 0<k<M (1.257)
y hi[n] el resultado del diezmado @¢n| a ritmo M y fase—k
hi[n] = h[nM — k] 0<k<M (1.258)

La forma de operar de la estructura polifase para el diezmador podem@saemo sigue: el diez-
mador va “repartiendo” las muestras de la secuencia de entfapantre las secuenciag[n], desde
xo[n] axpr—1[n]; y por cada grupo dé/ muestras de entrada, el diezmador actualiza el contenido de
estas secuencias y calcula una Unica muestra de salida empleando (1.256).

Aungue no lo vamos a analizar aqui, también podemos construir estructlifasegpara las
estructuras que realizan un cambio de ritmo por factores raciohalgscomo los representados en
la Figura 1.21.

1.4.6. Simulacién de sistemas variantes y sistemas no lineal es

La eleccion de la frecuencia de simulacion de sistemas lineales e invariaidtémsasda Unica-
mente en el ancho de banda de la sefial de entrada porque la salida gueagies, a la propiedad de
convolucién, la misma restriccion de banda que la sefial de entrada.

En sistemas que no sean lineales e invariantes la respuesta al impulso égjedentar de forma
univoca al sistema y, por tanto, la aseveracién anterior deja de ser Elegfamplo mas sencillo lo
encontramos en un modulador, que construye su saltd@omoy(t) = e/“o’x(t); este sistema cum-
ple la propiedad de linealidad pero no la de invarianza, y la sefial de sal@anple las restricciones
de banda de la sefial de entrada ya Hu¢w) = X (j(w — wp)). En un caso general, es necesario
analizar el comportamiento de este tipo de sistemas para establecer las casdicicque debe de
realizarse su simulacién en tiempo discreto.

Comunicaciones digitalesA. Artés Rodriguez, F. Pérez Gonzalez, J. Cid Sueiro, R. LépeakicC. Mosquera
Nartallo, F. Pérez Cruz;. DERECHOS RESERVADOS



1.4 MUESTREO, DIEZMADO E INTERPOLACION 77

De entre los sistemas que no son lineales e invariantes conviene distingaiipemfue incumplen
Unicamente la propiedad de invarianza (sistemas lineales variantes) y loegoplen la propiedad
de linealidad (sistemas no lineales), cumplan o no la propiedad de invariamehprimero de los
casos, aun podemos obtener una caracterizacion univoca del sisteiaatenkad infinitas respuestas
al impulso de la forma (1.71) para tiempo continuo y (1.67) para tiempo disétata.sistemas no
lineales ni tan siquiera tenemos esta caracterizacion, y se hace neeésangleo de modelos que
representan de forma exacta o aproximada el comportamiento del sistedaaefla diferencia en
cuanto a la complejidad de su tratamiento, comenzaremos por el andlisis dadosasitineales
variantes.

Un sistema lineal variante en tiempo continuo puede caracterizarse mediaatguglto de res-
puestas al impulsé-(t) = L{d(t — 7)} que podemos considerar como una Unica funcién de dos
variables,t y 7. Podemos definir una funcion de transferencia en el dominio de la freieupara
estos sistemas de la forma

H(w,t) = / he(t) e 990T) dr (1.259)

gue, aun no siendo la tnica forma de definir una funcion de transfer@omo veremos mas adelan-
te), en el caso en que el sistema sea invaridnte | = h(t — 7)), se transforma en

H{w, 1) = / h(t — 1) e=39=7) g7 — / h() e~ e’ = H(jw) (1.260)

—00 — 00

La funcion de transferenci# (w,t) determina de manera univoéa(t), y podemos encontrar la
ecuacion de sintesis de (1.259), que resulta ser

ho(t) = % /_ " H(w ) (1.261)

La salida del sistema lineal variante es, de acuerdo con (1.70),

y(t) = / x(1) he(t) dr (1.262)
donde, sustituyendo (1.261), queda como
y(t) = / x(7) (1.263)

gue podriamos asimilar a una ecuacion de sintesis de la Transformadarie &euwno ser por la
dependencia cohen H(w, t). Para salvar este escollo, definimos otra funcion de transferencia para
nuestro sistema lineal variante como

Hi(w,0) = / H(w,t)e 7% dt = / / he(t) e 79UE=T) 30 qr gy (1.264)
que nos permite expresi(jw) como
Y (jw) = / Hi(v,w—v) X(jv)dv (1.265)

Para determinar el ancho de banda de la sefial de salida debemos de @vakb) pero, dado
que el sistema sigue siendo lineal, podemos determinar el ensanchamietatspue produce el
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sistema calculando la salida cuando a la entrada tenemos una sinusoide céhpleja- §(w —wy)
de la forma

Y (jw) / Hi(v,w —v) (v —wp) dv = Hy(wo,w — wp)

/ / t) 0T eI dr dt  (1.266)

Si la sefial de entrada cumplé(jw) = 0 V|w| > wys Y el espectray (jw) definido en (1.266)
cumple
Y(jw) =0 V|w|>wqV|wo| < wy (1.267)

podemos establecer que empleando una frecuencia de muestre®@(wy; + wy) NO se produce
“aliasing” en la simulacién del sistema lineal variante.

Una vez determinada la frecuencia de muestreo, el sistema lineal variaigmpo continuo se
simula en tiempo discreto empleando también un sistema lineal variante, siendodsi@xple su
salida, de acuerdo con (1.67),

o0
yln] = Y xlk] hy[n] (1.268)
k=—00
dondehy[n| se obtiene a partir dee; (¢) empleando el mismo procedimiento que hemos utilizado para
determinar la respuesta al impulso del sistema discreto equivalente a uimuo@in mas que tener
en cuenta que ahora hay que muestrear en dos variables, 1o que es lo mismo, hay que construir
las réplicas dé7; (w, §) tanto enw como ery.

Un ultimo comentario sobre la simulacion de sistemas lineales variantes: en ex&ocn serie
de sistemas lineales e invariantes podemos intercambiar el orden en queoesté@ados de forma
arbitraria porque la convolucién es conmutativa; en sistemas linealesinatear al variar el orden
de interconexion, varia el comportamiento del sistema completo.

A diferencia de los sistemas lineales variantes o invariantes, el andlisisetaasano lineales se
vuelve, a menudo, intratable de manera analitica y la simulacién cobra, shecaper sentido. Para
simular este tipo de sistemas 0, en general, para estudiar su comportamisstarsea modelos que
representan de forma exacta o aproximada su comportamiento. La pragticiatbde los modelos
propuestos en la literatura describen el comportamiento del sistema en elialteniporal y su
interpretacion frecuencial no aporta nada nuevo ni facilita la labor disandel sistema. El papel
gque desempefiaba la funcién de transferencia en los sistemas linealesamtesguna funcién que,
multiplicada a la transformada de la entrada daba como resultado la transfiodeaa salida) o
cumple ahora una transformacion lineal que resulta, en general, megoisarque la descripcion del
sistema en el dominio temporal.

No obstante lo anterior, debemos recordar que nuestro objetivo es la sénadiempo discreto
de sefiales y sistemas (sean estos lineales o no lineales) y que, aunqakceans una definicion
del sistema equivalente en tiempo discreto ayudandonos de la descrip@bdaninio transforma-
do del sistema, si debemos garantizar que todas las sefiales presegitssima a simular sean
representadas en tiempo discreto sin distorsion por “aliasing”.

Un ejemplo sencillo que muestra la importancia de este aspecto lo obtenemosigrma su-
ya relacion entre entrada y salida sga) = 22(t). De acuerdo con la propiedad de multiplica-
cion de la Transformada de Fourigf(jw) = 5= X (jw) * X (jw), y si la sefial de entrada cumple
X(jw) =0 V|w| >wnm, Y(jw) se extiende desde2w), hastelw,, tomando valores no nulos. De
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no tener en cuenta el ancho de banda de la sefial de salida del sistamp@hcontar efectos tan
curiosos como que la simulacién en tiempo discreto de este sistema megdignte »2[n] con una
exponencial compleja de frecuencig/2, z[n] = ¢/™, da como salida una sinusoide de frecuefcia
(una constante).

Para el analisis de los sistemas no lineales conviene realizar la separdm@é@isgtemas no linea-
les con y sin memoria. Los sistemas no lineales sin memoria, mas faciles de tradam gietermina-
dos por una funciog(-) que relaciona la amplitud instantanea de la sefial de entrada con la de salida
de forma

y(t) = g(x(t)) (1.269)

Existen diversos modelos que proponen expresiones simpleg(ppegpropiados para caracteri-
zar el comportamiento de determinados dispositivos, como el modelo de Sedednpplificadores de
potencia basados en tubos de onda progresiva o TWTTde&eling-Wave Tube}, los modelos de
limitadores por Cann para amplificadores de estado sélido, modelos dedeces de onday, en ge-
neral, de todos los dispositivos presentes en enlace de comunicaatesgan un comportamiento
no lineal no despreciable. Estos modelos especificos suelen contaersames para sefales paso
bajo (o equivalentes paso bajo) y versiones para sefiales de binedha$generalmente, expresada
en lo que se conoce como caracteristicas AM/AM y AM/PM), pero en cualgdéesus versiones po-
seen las mismas limitaciones: proporcionan una razonable aproximaciépagithi® concreto para
los que fueron propuestos, pero no tienen capacidad para refaresgaiquier sistema no lineal sin
memoria.

Existen también modelos no especificos con capacidad para aproximarieutjmp de funcion
basados en desarrollos en serie de la fungiéhe incluso en la Transformada de Fourier. EIl mas
utilizado de todos ellos es el desarrollo polindmico de orgden

p
y(t) = g(z(t) = > apa(t) (1.270)
k=0

cuya principal ventaja con respecto a los modelos especificos es gqueasalie antemano el ancho
de banda de la sefal a la saligaveces el ancho de banda de la sefial de entrada) y su principal
inconveniente es que para modelar correctamente determinados sistemlas eééy debe ser alto
(poseen, en general, un mayor nimero de parametros libres que los snesjedaificos).

La simulacion en tiempo discreto de los modelos polindmicos es inmediata sin mas guentene
cuenta el ancho de banda de la sefial de salida.

Para seguir manteniendo la complejidad del analisis en limites razonabldsd# e sistemas
no lineales con memoria se basa, generalmente, en modelos que combinarsdigtates con me-
moria y sistemas no lineales sin memoria. Asi, encontramos el denomimadielo de Wienergue
consiste en la conexion en serie de un sistema lineal con memoria seguidsidéeuma no lineal
sin memoria; emodelo de Hammersteique consiste en la conexién en serie de un sistema no lineal
sin memoria seguido de un sistema lineal con memoria,magelo de Wiener-Hammersteique
combina ambos con la conexién en serie de un sistema lineal con memoria, omagistéineal sin
memoria y un segundo sistema lineal con memoria.

Un caso particular de modelo de Wiener es aquel en el que la no linealidaesioria se repre-
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senta mediante un desarrollo polinédmico como el definido en (1.270) de la forma

y(t) = g(/ih(T)@*(iﬁ—T)dT)

- Zp:ak (/OO h(T):p(tT)dT>k

k=0 B
= a0+a1/ h(r)z(t —7)dr
+as /00 /OO h(m) h(2) x(t — 71) x(t — T2) d71 dT2 (1.271)

+a3/_z /_Z /_Z h(m) h(7) h(rs) 2(t — 71) 2(t — 72) (t — 75) dry drs drs 4+ - - -

que, definiendo

ho = ag
hi(t) = aih(t)
holtits) = ash(ty) h(ta) (1.272)
hs(t1,t2,t3) = ash(ty) h(t2) h(t3)

puede ser reescrita como

y(t) = ho—i—/_oo hi(r)xz(t —7)dr
+/Oo /OO hg(Tl,TQ) .CL‘(t—Tl)l'(t - 7’2) dT1 dTQ (1273)

+/ / / hs(T1,12,73) x(t — 71) x(t — T2) x(t — T3) dT1 dTo dT3 + - - -

Este tipo de sistemas se conocen con el nombrg&ltdes de \olterrao sistemas de \olterry el
conjunto de funcioney () definidas en (1.272) se denominécleos de \olterra

Para la simulacién en tiempo discreto de los filtros de Volterra empleamos sunveasidtiempo
discreto, definida como

ylnl = ho+ > hi[k]a[n -k

k=—o00

+ >0 > holky ko] aln — ki) xln — ko (1.274)

fey=—00 kg=—00

+ i i i h3lk1, ko, k3] x[n — k1] x[n — ko] x[n — k3] + - -~

k1=—00 ko=—00 kg=—00
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donde
h() = Qo
hi[n] = aih]n]
ha[ni,n2] = agh[ni] h[ns] (1.275)
]

h3[ni,n2,n3] = ashlni] h[na] hing]

La frecuencia de simulacién se escoge de acuerdo con lo dicho pasaetallo polinémico de la
no linealidad sin memoria, y los nicleos de Volterra se obtienen calculandaiedlente en tiempo
discreto del sistema lineal e invariante de respuesta al impi$grevio a la no linealidad.

LECTURAS ADICIONALES

Existen excelentes textos sobre sefales y sistemas entre los que déstdadasel libro de
Oppenheim, Willsky y Nawab [5], que considera los casos en tiempo confidisrreto. De entre
los dedicados al analisis de sefiales y sistemas en tiempo discreto querstaocardes libros de
Oppenheim, Schafer y Buck [4] y el de Proakis y Manolakis [8]. El libedPapoulis [7] trata, al igual
que [5], los casos en tiempo continuo y discreto.

Para profundizar en la Transformada de Fourier se recomiendan los dilasicos de Bracewell
[1] y Papoulis [6]. Una vision algebraica de las sefales y los sistemascaergra en el libro de
Franks [2], texto que también se recomienda para profundizar en kesegpacion de sefiales paso
banda.

Por ultimo, un extenso tratado sobre simulacion de enlaces de comunicgmiegesencontrarse
en el libro de Jeruchim, Balaban y Shanmugan [3]

PROBLEMAS

P1.1 Calcule los valores medio y de pico, la energia y la potencia de las sigisefitdes:

1.1 z(t) = 1

1.2. z(t) = u(t)

13. z2(t) =t

1.4. z(t) = cos(wot)

1.5. z(t) =II(%) (0 € R)
1.6. z[n] = d[n]

1.7. x[n] = e?¥on

P1.2 Calcule la funcién de ambigiiedad temporal de la séfigl) y a partir de esta demuestre que
dos sefialesinc(t) desplazadas entre si un nimero entero distinto de cero son ortogonales.

P1.3 Determine si cumplen los criterios de memoria, causalidad, invertibilidadbilead BIBO,
linealidad e invarianza temporal los siguientes sistemas definidos mediantacsorrentrada
salida:
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3.1 y(t) = z(—t)

3.2. y(t) = cos(100t) z(t)
3.3. y[n] = 2z[n] + 1
34. yln] = xlk]

P1.4 Calcule el resultado de las siguientes operaciones de convolucién:

4.1, TI(t) * TI(t — 10)

4.2, u(t) * e 10

4.3. (u[n] — un — 5]) * cos (222)

4.4. (=2)"u[—n] x> 72 0[n — 10k]

P1.5 Calcule la Transformada de Fourier de las siguiente sefiales:

5.1. z(t) = e

5.2. z(t) = tII(¢)

5.3. z(t) = sinc?(t)

5.4. x(t) = > 7o sinc(t — bk)

P1.6 La sefat(t) posee una Transformada de Fourier
X(jw) = |w(w)
Sin calcular la Transformada Inversa de Fourier, determine:

6.1. Sixz(t
6.2. Siz(t
6.3. Sixz(t
6.4. Six(t es una sefal imaginaria pura.
6.5. [7° x(t)dt

6.6. [~ |x(t)|* dt

es una sefal par.
es una sefal impar.
es una sefal real.

~— ~— ~—

P1.7 Calcule los anchos de banda 3 dB, equivalente de ruido y de priloeleria sefiak:(¢) = TI(¢).
P1.8 Calcule la Transformada de Fourier de las siguientes sefiales:

8.1. z[n]
8.2. z[n]
8.3. z[n] = nd"u[3 — n|
8.4. z[n] = cos (%) sinc ({5)
P1.9 Determine las sefiales cuyas Transformadas de Fourier son lastsiguie
9.1. X (&) = (% —2) (para—7 < w < )
9.2. X (/%) = eI/* (para—m < w < )
9.3. X(e/) = Y30 (—1)F*15 (w - 7F)
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9.4, X (/) = —

_1I 2jw
1-ze

P1.10 Calcule la Transformada Z de las siguiente sefiales, indicanda@udegonvergencia:

10.1. z[n] = cos () u[n]
10.2. z[n] = 2™u[n + 5]

10.3. z[n| = [ ]

10.4. z[n| = 37 "u[n] + 3"u[—n]

P1.11 Obtenga las siguientes propiedades de la Transformada de Eleu'rdxmpo discreto a partir de
sus propiedades equivalentes de la Transformada Z sustituyerate’:
11.1. Simetria.
11.2. Conjugacion.
11.3. Modulacion.
11.4. Insercion de ceros.

11.5. Supresion de ceros.

P1.12 Considere el sistema definido por la ecuacion en diferencias

y[n] = %y[n —1] - %y[n — 2|+ z[n]+ %x[n - 1] - %x[n — 3]

12.1. Obtenga su funcion de transferencia en el dominio Z.
12.2. Dibuje su diagrama de polos y ceros y determine una realizacién efghbiesmo.

12.3. Obtenga la respuesta al impulso de la realizacién estable determireldggartado ante-
rior.

12.4. Dibuje la respuesta en frecuencia (amplitud y fase) del sistema.
P1.13 Considere las siguientes secuencias:

13.1. z1[n], tal quex;[n] = 0 fuera del interval® < n < N, cuya Transformada de Fourier es
X1 (ej‘”).

13.2. z2[n], tal quexs[n| = 0 fuera del intervaIc(ZX <n< % , cuya Transformada de Fourier
esXo(elv).

Demuestre las siguientes aseveraciones:

13.1. Si hacemos

— g Jwin

x3[n] x1[n]

se cumple
Xslk] = Xq1(e?) |, 25k 4wy
siendoX3[k] la DFT de longitud N decs[n].
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13.2. Si hacemos

x2[n+ N] 0<n< %
x3[n] =< xo[n] % <n<N
0 resto

se cumple

siendoX3[k] la DFT de longitud N ders[n].

P1.14 Considere la sefal paso banda

2(t) = sinc <;) cos(wit) + sinc? <2tT> sen(wit)

conw; /T > 27. Obtenga su equivalente paso bajo e identifique las partes en fasergtauad

P1.15 Las fluctuaciones en la frecuencia de oscilacion de los relojes eloplea los procesos de
muestreo y reconstruccion de sefiales en tiempo continuo afectan a la dalidiablos procesos.
En este ejercicio vamos a evaluar la influencia de este fenémeno.

Un modelo simplificado de sefial muestreadora con este efecto es el siguiente

p(t) = Z ) <t —nTy — AsenniiLT)

n=—oo

dondeT es el periodo nominal de muestreo/yy m son los pardmetros que definen las
fluctuacionesTs y A son numeros reales,y es un numero entero. Obsérvese g(tg¢ es una
sefal periddica.

Se pide:

15.1. Dibuje la sefigl(t) y determinar su periodo en funcion de los paramettos’.
15.2. Calcule la Transformada de Fouriend# param =4y 0 < A < T /2.
15.3. Empleamog(t) para muestrear una sefigt) cuyo ancho de banda es W rad/s, mediante

. Determine el maximo valor d&; que garantiza la reconstruccion perfecta:tlg a partir
dez,(t) en las siguientes situaciones:

1531.m=4y0< A < Ty/2.
1532.m=4yA=0.

P1.16 En el proceso de produccion de“@ompact Disc”(CD) de audio, las fases de grabacion y
mezclado de las distintas fuentes sonoras se realizan generalmente esalas muestreadas
a 48 KHz 6 a un mdltiplo entero de esta frecuencia, mientras que el est&n@@ de audio
especifica una frecuencia de muestreo de 44,1 KHz. Mediante la corexigerie de combi-
naciones de interpoladores y muestreadores como los mostrados en & ERurdisefie un
sistema para cambiar la frecuencia de muestreo de 96 a 44,1 KHz empleamgiwoeiniimero
de interpoladores y diezmadores y con valoreg geM inferiores siempre a 10.
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